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轴向行进弦附带质量-弹簧振子系统特征值分析
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摘要:陀螺系统的特征值问题是一个重要课题.通过构造Green函数,解决了轴向行进弦附

带单质量-弹簧振子耦合系统的特征值问题.根据 Green函数构造定理,给出了耦合模型

Green函数的显式形式,从而得到了精确的特征方程.讨论了当振子的特征频率接近于弦线

的基频时,行进弦低阶模态与振子间的耦合作用,采用特征频率的最大变化定量地表征了这

种耦合强度.数值结果表明:耦合系统的特征频率随着弹簧刚度的增大而增大,随着行进速度

的增大而减小.最后,给出了系统可能出现重根的条件.
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0 引 言

轴向行进材料、转子系统、流体传输的管道等

都属于陀螺系统,其动力学方程中的对流加速度

算子(反对称的陀螺算子)使系统产生了依赖于速

度的复模态.对于离散陀螺系统,Meirovitch[1、2]

把陀螺特征值问题转化为对称阵的特征值问题求

解,并对线性系统进行了模态分析.Parker[3]提出

了弹性基础上的轴向行进系统近似特征值的摄动

分析方法.由于行进系统的模态分析本质上是辛

的,在哈密顿体系下求解具有很大的理论和数值

上的优点.转换为哈密顿体系后,原系统的特征解

呈共轭对出现并且在 Hilbert空间中具有完备

性[4].Wang等[5]将轴向行进弦导入哈密顿体系,

分析了行进弦的辛特征值问题并给出了复特征函

数的辛共轭正交性关系,得到了行进弦自由振动

的精确解.
近年来,随着对车桥耦合系统、传送带、悬空

索道等实际问题的深入研究,人们提出了准确的

数学模型如移动力模型、移动质量模型和移动振

子模型[6~11].移动力模型忽略了子系统的所有动

力学影响及弹性体间的耦合作用,把子系统简化

为施加于弹性体之上的外部集中力,其作用点沿

着弹性体随时间变化.移动质量模型把子系统简

化为直接附着在弹性体上的集中质量,但忽略子

系统的弹性耦合力.与移动力模型和移动质量模

型相比,移动振子模型认为振子和弹性体间以弹

簧连接,因此更接近物理实际.振子和弹性体的耦

合作用改变了系统的惯性等许多特征,从而使得

系统的特征值依赖于振子所在的位置,这给特征

值问题的求解带来了更大的困难.Stanisic等[7]分

析了梁附带移动质量的特征值问题,考虑了两者

之间的耦合,推导了特征值的解析解并给出了

Stieltjes意义下特征函数的正交性.Wickert等[8]

首先研究了轴向行进弦-集中质量耦合系统的横

向振动,采用摄动方法给出了较小行进速度的轴

向行进弦附带较小质量时的近似特征值.上述3
种数学模型都涉及到点荷载的激励形式,采用

Green函数具有明显的物理意义,对于这类问题

的分析是非常有效的.Kukla等[12、13]采用 Green
函数法分析了轴向受载梁在局部复杂约束下的特

征值问题.Wickert等[9]研究了轴向行进弦-集中

质量耦合系统受任意初始条件和激励力的受迫响

应,应用Green函数方法推导了求解耦合力的时



滞Volterra积分型方程,构造了质量较小时的近

似解.Zhu等[10]给出了轴向行进弦附带线性阻尼

振子在任意激励和边界条件下的自由和受迫响应

解析解.然而,在陀螺系统的理论研究中,人们普

遍关注的附带振子的轴向行进系统的特征值问题

却一直没有得到解决.
本文通过构造Green函数,求解轴向行进弦

附带单质量-弹簧振子耦合系统的特征值问题.借
由Green函数构造定理,给出耦合模型的特征值

方程的显式形式.结合数值算例,以特征值的最大

变化为性能指标度量振子同行进弦低阶模态的耦

合强度,并且讨论轴向行进速度和弹簧刚度对特

征值的影响.

1 特征值问题的数学模型

考虑如图1所示的通过两个相距为L的水平

固定支承的轴向行进弦.它以速度c自左向右匀

速运动,弦上作用着单质量-弹簧振子,记行进弦

的横向位移为w(x,t).设振子的初始位置为左端

支承处,当前位置为x0,各参数为质量m,弹簧刚

度k,绝对位移y(t),振子所在处弦线的横向位移

z(t).在小变形假设下,忽略弦的弯曲、剪切、扭
转刚度,得到轴向行进弦横向振动的动力学方程

为[9]

图1 附带质量-弹簧系统的轴向行进弦

Fig.1 Axiallymovingstringwithanattached

mass-springoscillator

 ρA(w ··(x,t)+2cw ·'(x,t)+c2w″(x,t))-
T0w″(x,t)=k(y(t)-z(t))δ(x-x0)-

ρAg+f1(t) (1)
以及附带的质量需满足如下控制方程:

my ··(t)+k(y(t)-z(t))=-mg+f2(t)(2)
其中ρ、A、T0 分别为弦线的密度、横断面积和初

始张力,δ(·)是DiracDelta函数,f1(t)、f2(t)分

别是作用在行进弦和质量上的与状态变量无关的

外力.
引入下述量纲一量:

w↔w
L
,y↔y

L
,x↔x

L
,r↔r

L
,z↔z

L
,

t↔ωt,c↔ c
Lω
,ω2 = T0

ρAL2,k↔
kL
T0
,

m↔ m
ρAL

,f1↔f1L
T0
,f2↔f2L

T0
,q=ρAgL

T0

导出耦合系统量纲一形式的动力学方程为

 w ··(x,t)+2cw ·'(x,t)+(c2-1)w″(x,t)=
k[y(t)-w(x0,t)]δ(x-x0)-q+f1(t)(3)

y ··(t)+k
m
[y(t)-w(x0,t)]=-q+f2(t)

(4)

方程(3)量纲一的边界条件为

w(0,t)=w(1,t)=0 (5)

为了推导系统的特征值方程,令

w(x,t)=Re(ϕ(x)eλt),y(t)=Yeλt (6)
其中λ∈C1 为系统的复特征值.

将上式代入到方程(3)和(4)的齐次方程中,

对应的特征值问题为

λ2ϕ(x)+2cλϕ'(x)+(c2-1)ϕ″(x)=
-εϕ(x0)δ(x-x0) (7)

Y =kϕ(x0)/(mλ2+k) (8)

其中ε=mkλ2/(mλ2+k).
当λ=0时,可由方程(7)得到行进弦的临界

速度(c=1)和对应于临界速度的特征函数.下文

如不作特别说明,则认为c≠1.
设G(x,x0)为方程(7)的Green函数,则

ϕ(x)=-∫
1

0
εϕ(x0)δ(x-x0)G(x,x0)dx0=

-εϕ(x0)G(x,x0) (9)
将x=x0代入上式,系统有非零解的必要条件为

1+εG(x0,x0)=0 (10)

这就是系统的特征方程.当k→∞时,ε→mλ2,方
程(10)退化为移动质量模型的特征方程

1+mλ2G(x0,x0)=0 (11)

2 Green函数法特征值分析

按照Green函数的定义,G(x,x0)应满足如

下方程:

λ2G(x,x0)+2cλG'(x,x0)+
(c2-1)G″(x,x0)=δ(x-x0) (12)
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及边界条件

G(0,x0)=G(1,x0)=0 (13)

求解Green函数的方法有点源法、镜像法等.
对于二阶常微分方程,若能够得到对应于其齐次

方程的两个独立解,则可以通过Green函数构造

定理得到系统的Green函数的显式表达式.

Green函数构造定理[14] 对于微分算子L=

P(x)d
2

dx2+Q(x)ddx+R(x),如果u1(x)和u2(x)

满足

Lu1 =0,au1(ξ0)+a'u'1(ξ0)=0
Lu2 =0,bu2(ξ1)+b'u'2(ξ1)=0

(14)

并且u1(x)和u2(x)的 Wronskian行列式非零,

即

W(u1,u2)≡
u1(x) u2(x)

u'1(x) u'2(x)
≠0 (15)

那么算子L的Green函数为

G(x,ξ)=
1

P(ξ)W(u1,u2)|x=ξ

u1(x)u2(ξ);x<ξ
u1(ξ)u2(x);ξ<x{

(16)

上述定理可以通过Green函数的基本性质进行验

证,即由式(16)定义的Green函数G(x,ξ)在x=

ξ处是连续的,即

G(x,ξ-)=G(x,ξ+) (17)

以及Green函数的微分dG/dx在x=ξ处满足跳

跃性条件

dG
dx x=ξ+

-dGdx x=ξ-
= 1

P(x)
(18)

方程(12)的二阶微分算子L 的各系数表达

式为

P(x)=c2-1,Q(x)=2cλ,R(x)=λ2

满足式(13)中的边界条件,齐次方程(12)的两个

特解为

ϕ1(x)=exp - λx
c-1

æ

è
ç

ö

ø
÷-exp - λx

c+1
æ

è
ç

ö

ø
÷;

0≤x<x0

ϕ2(x)=exp -λ(x-1)
c-1

æ

è
ç

ö

ø
÷-exp -λ(x-1)

c+1
æ

è
ç

ö

ø
÷;

x0 <x≤1
(19)

易知W(ϕ1,ϕ2)≠0.按照Green函数构造定

理,可得

 G(x,x0)= 1
(c2-1)W(ϕ1,ϕ2)|x=x0

×

ϕ1(x)ϕ2(x0);0≤x<x0

ϕ1(x0)ϕ2(x);x0 <x≤1{ (20)

将式(19)、(20)代入到方程(10)和(11)中,
可以得到移动振子模型的特征值方程

2(mλ2+k)[exp(λA1)-exp(λA3)]+
kmλ[exp(λA2)+exp(λA4)-
exp(λA1)-exp(λA3)]=0 (21)

移动质量模型的特征方程

2[exp(λA1)-exp(λA3)]+mλ[exp(λA2)+
exp(λA4)-exp(λA1)-exp(λA3)]=0

(22)
其中

A1 =1-x0
c-1 - x0

c+1
,A2 =1-2x0

c+1
,

A3 =1-x0
c+1 - x0

c-1
,A4 =1-2x0

c-1
特征值方程(21)、(22)属于指数型的复超越

方程,方程的根依赖于振子所在的位置,一般无法

精确求解.但在c<1时,系统(3)属于正定的陀

螺系统,其特征值为纯虚数[15].把λ=iω代入特

征值方程,分离实部和虚部,以振子所在位置x0
为延拓参数,利用数值延拓(或路径跟踪)[16]可得

系统的特征值.各阶特征值的初始值可由下述推

导确定.
当x0 =0,1时,方程(21)可以简化为

(mλ2+k)exp λ
c-1
æ

è
ç

ö

ø
÷-exp λ

c+1
æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]=0;

x0 =0 (23a)

(mλ2+k)exp - λ
c+1

æ

è
ç

ö

ø
÷-exp - λ

c-1
æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]=0;

x0 =1 (23b)

由于式(21)、(22)关于弦中点对称,系统的特征

值关于弦中点对称分布.式(23b)两边同乘以

exp 2cλ
c2-1
æ

è
ç

ö

ø
÷ 就变成了式(23a).方程(23a)的解为

λ=±i k/m ≜±iΩ0
或

λ=±inπ(1-c2)≜±iΩn;n=1,2,3,…
也就是说,当x=0,1时,系统的特征值就是子系

统无耦合时各自特征值的并集.由上式各值延拓

可得系统各特征频率,记为
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{ωn(x0)}= {ω0(x0),ω1(x0),…,ωn(x0)}
并分别称ω0(x0)和ω1(x0),ω2(x0),…,ωn(x0)为
在x=x0 处振子和行进弦的特征频率.同样地,

把x0=0,1代入到方程(22)中,得到移动质量模

型的特征值的初始值为

λ=±inπ(1-c2);n=1,2,3,…

3 结果及讨论

取c=0.25,m=0.375,k=3.4,则{ωn(0)}=
{3.0111,2.9452,5.8904,8.8356,…},可见振

子刚进入行进弦时,其特征频率接近于行进弦的

一阶频率.系统前五阶特征频率(即{ω4(x0)})和

四阶Galerkin展开的近似解如表1所示.Galerkin

方法 采 用 的 试 函 数 是 驻 弦 的 特 征 函 数,即

sin(nπx),n=1,2,3,4.由于特征值关于弦中点

对称,表1中只列出了x≤0.5的结果.振子和行

进弦之间的耦合作用可以通过系统特征值的最大

变化率来表征,由表1知,行进弦的前四阶特征频

率相对于边界(两子系统无耦合时)的最大变化率

分别为34.76%、10.02%、4.32%、2.27%.这表

明,当振子的特征频率接近行进弦的第一阶特征

频率时,振子主要通过行进弦的前两阶模态发生

相互作用,对行进弦的高阶模态影响相对较小.另
一方面,表1也表明Galerkin方法可以准确地确

定较低阶的特征频率,但对于高阶特征频率误差

较大,需要更高的展开阶数.

表1 系统的前五阶特征频率Green函数法(GF)和四阶Galerkin近似方法(G4)的结果比较

Tab.1 ComparisonofthefirstfiveeigenfrequenciesofthesystembetweenGreen'sfunctionmethod(GF)and

fourthorderGalerkinexpansionmethod(G4)

x0
GF G4

ω0 ω1 ω2 ω3 ω4 ω0 ω1 ω2 ω3 ω4

0 3.0111 2.9452 5.8905 8.8357 11.7810 3.0111 2.9462 5.9024 8.9865 13.1486

0.05 3.0716 2.6762 5.9475 8.9075 11.8684 3.1349 2.7500 5.9649 9.0893 13.2365

0.10 3.1900 2.4532 6.0748 9.0552 12.0161 3.2433 2.5117 6.1011 9.2940 13.3939

0.15 3.3187 2.2927 6.2302 9.1876 12.0483 3.3571 2.3272 6.2572 9.4314 13.4192

0.20 3.4577 2.1749 6.3801 9.2034 11.8887 3.4983 2.2051 6.4204 9.4032 13.2848

0.25 3.6062 2.0875 6.4805 9.0532 11.7810 3.6616 2.1211 6.5547 9.2099 13.1960

0.30 3.7624 2.0231 6.4744 8.8764 11.8741 3.8266 2.0544 6.5679 9.0206 13.2836

0.35 3.9210 1.9767 6.3391 8.8455 12.0278 3.9845 2.0015 6.4157 9.0080 13.4241

0.40 4.0695 1.9454 6.1352 8.9673 12.0388 4.1427 1.9670 6.1870 9.1354 13.4336

0.45 4.1836 1.9273 5.9597 9.1365 11.8809 4.2880 1.9509 5.9865 9.2864 13.3037

0.50 4.2283 1.9214 5.8905 9.2175 11.7810 4.3540 1.9469 5.9027 9.3546 13.2185

最大变化率 40.42% 34.76% 10.02% 4.32% 2.27% 44.60% 33.92% 11.28% 4.95% 2.17%

弹簧的刚度系数k对行进弦第一阶特征频率

的影响如图2所示.如果固定振子的位置,ω1随着

k的增加而增加,并且当k→ ∞ 时趋近于移动质

量模型中的ω∞
1 .表2列出了c=0.25,m=0.375

时,移动质量模型系统的前三阶特征频率.各最

大变化率分别为25.00%、22.28%、19.66%,也
就是说,振子对行进弦各阶频率都有较大的影响.

当k=3.4,m=0.375,x0=0.5时,行进速

度c对系统前四阶特征频率的影响如图3所示.
系统的特征频率随着行进速度的增加而减小,当

行进速度达到临界速度时,所有的特征值退化为

0,系统平衡位置发散失稳.图4为c=0.25,m=
0.375,x0 =0.5时,弹簧刚度k对系统前四阶特

征频率的影响.可以看出,系统的第一、二、四阶频

率随着k的增加而增加,但第三阶频率保持不变,

说明系统在当前位置有不变的特征频率.与非附

带子系统的轴向行进弦不同的是,随着行进速度、

弹簧刚度的增加,振子在移动过程中系统的特征

值可能出现重根,如图3中A 点(c=0.7216)和
图4中B 点(k=13.0120).这是因为,在系统特
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征值参数空间中,振子特征值附近的曲线段同特

征值判定线的关系从相割变为相切,两个特征值

退化为一个.把参数x0=0.5代入式(21),得到系

统产生重根的条件为

k/m =2nπ(1-c2);n=1,2,… (24)

图2 弹簧刚度系数k对行进弦第一阶特征

频率的影响

Fig.2 Effectsofspringstiffnesskonthefirst

eigenfrequencyofthemovingstring

表2 附带质量模型的前三阶特征频率

Tab.2 Thefirstthreeeigenfrequenciesofattached

massmodel

x0 ω1 ω2 ω3

0 2.9452 5.8905 8.8357

0.10 2.8215 4.8472 7.1217

0.20 2.5521 4.5782 7.7420

0.30 2.3510 4.8801 8.6444

0.40 2.2427 5.4197 8.0229

0.50 2.2090 5.8905 7.0986

最大变化率 25.00% 22.28% 19.66%

图3 行进速度c对系统前四阶特征频率

的影响

Fig.3 Effectsofmovingspeedconthefirst

foureigenfrequenciesofthesystem

图4 弹簧刚度k对系统前四阶特征频率

的影响

Fig.4 Effectsofspringstiffnesskonthefirst

foureigenfrequenciesofthesystem

4 结 论

(1)行进弦移动振子模型的特征值依赖于振

子所在的位置,每阶特征值都关于弦线中点呈对

称分布.
(2)移动质量模型的特征值问题是移动振子

模型特征值问题弹簧刚度趋于无穷大的极限形

式.
(3)当振子的特征频率接近行进弦的第一阶

特征频率时,振子主要通过行进弦的前两阶模态

发生相互作用,对行进弦的高阶模态影响较小;而
移动质量模型中质量对行进弦低阶特征值的影响

都较大.
(4)系统特征频率随着弹簧刚度的增大而增大,

随着行进速度的增大而减小,并且可能出现重根.
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Eigenvalueanalysisofaxiallymovingstring
withanattachedmass-springoscillator

LÜ Le-feng*, WANG Yue-fang, LIU Ying-xi

(StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysisforIndustrialEquipment,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Therehavebeenconsiderableeffortstoanalyzetheeigenvalueproblemforgyroscopic
systemsinpractice.Theeigenvalueproblemofanaxiallymovingstringwithanattachedmass-spring
oscillatorissolvedbymeansofGreen'sfunctionmethod.TheexplicitGreen'sfunctionisobtainedby
theConstructionTheoremofGreen'sFunctionandthustheclosedformtranscendentalequationsof
thenaturalfrequenciesarepresented.Themaximumvariancerateisadoptedtoexpressthedynamical
interactionbetweenthesubsystems.Itisfoundoutthatthedynamicalinteractionbetweensubsystems
mainlyactsonthefirsttwomodesofthemovingstringwhentheeigenfrequencyoftheoscillatoris
closetothefirsteigenfrequencyofthe movingstring.Numericalresultsdemonstratethatthe
eigenfrequenciesofthecoupledsystemincreasewiththespringstiffnessanddecreasewiththe
transportspeed.Thepossibleexistenceconditionfortheduplicateeigenvaluesisalsoproposed.

Keywords:axiallymovingstring;mass-springoscillator;Green'sfunction;eigenvalue;dynamical
interaction
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