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基于局域波分解的非参数概率密度估计
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摘要:局域波分解在提取信号趋势方面具有异乎寻常的效果.根据局域波缓变趋势提取算

法,在小波概率密度估计思路的基础上,结合密度估计的直方图法,建立了局域波概率密度估

计新方法.此方法能有效去除样本数据直方图中的高频成分,获得低频趋势,即概率密度.在
混合高斯概率密度估计中的应用表明,对于无断点的密度函数,其具有计算简单、精度较高的

优点.
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0 引 言

概率密度估计是机器学习、模式识别、信号处

理、特征提取和计算机视觉研究的关键之一,是数

据挖掘的基础.概率密度估计的实质问题,就是要

通过从总体中抽得的样本去估计概率密度函数.
概率密度估计方法分为参数法和非参数法.参数

法估计需要事先知道概率密度函数的参数形式,
但现实世界中数据的概率密度函数多种多样,很
多情况下都无法事先知道,所以非参数估计就成

了不可缺少的估计方法.现有非参数密度估计方

法有直方图法、Parzen窗法[1]、小波法[2]、最大似

然法[3]、SVM法[4]、核方法[5]等.其中,直方图法

是最简单的密度估计方法,但估计结果精度较低,
而且和Parzen窗法一样对训练数据量的大小较

敏感.而其他的方法虽然能在一定程度上提高估

计精度,但计算较复杂.
局域波分解方法是近几年由 Huang的经验

模式分解(EMD)发展起来的一种非平稳信号处

理方法,它有着和小波分析非常相似的特征[6~8],
如多分辨分析特性、滤波特性、完备性等.但局域

波也具有自己独特的特性,尤其是在提取信号的

趋势时具有异乎寻常的效果.因此本文根据小波

密度估计方法,给出局域波密度估计方法的步骤.

1 局域波分解方法及其特点

局域波分解的方法很多,其中最典型的就是

经验模式分解(EMD)方法,其实质是把信号s(t)
分解成多个基本模式分量和一个趋势项:

s(t)=∑
n

i=1
ci(t)+rn(t);t∈ [0,T] (1)

其中c1(t),c2(t),…,cn(t)是n个基本模式分量,

rn(t)是趋势项.
每个基本模式分量都是一个单一模式分量,

各基本模式分量的频率随着分解级数的增大而降

低,而趋势项rn(t)则是频率最低的成分,是信号

中无波动的趋势.
局域波分解实质上是一种完全由数据自身驱

动的自适应滤波器库.Flandrin等用此方法对分

形高斯噪声进行分解,分解结果可等效成用常Q
的带通滤波器库对信号进行滤波[9].此现象与小

波分解类似,但小波分解是截止频率固定的滤波

器库,而局域波分解的截止频率却是自适应的.
图1 是 一 个 局 域 波 分 解 的 实 例.其 中,

图1(a)是2个正弦和1个二次曲线线性叠加的

信号,两正弦的幅值和频率分别为3、0.2和5、

0.1.图1(b)、(c)是此信号经局域波分解后得到

的2个基本模式分量,分别对应着原信号中的2



个正弦;图1(d)是分解后的趋势项,对应着原信

号中的二次曲线.可见,局域波分解不但能精确地

分解出信号中的模式分量,还能精确地分解出信

号中的微小趋势.

图1 局域波分解实例

Fig.1 Anexampleoflocalwavedecomposition

2 局域波缓变趋势提取及非参数密

度估计

2.1 局域波缓变趋势提取方法

局域波分解的趋势项和小波分解的近似信号

相类似,但小波分解的近似信号是小波n级分解后

频率在[0,2-n]的信号,可能包含低频波动,也可能

不包含任何波动.如果要用小波分解获得局域波分

解的趋势项,分解级数可能很大,相应的计算量也

会很大.由此可见,在提取信号中的趋势,去除局部

波动、平滑信号的能力上,局域波比小波更强.
然而,在工程应用中,有价值的信息往往不仅

仅是信号的趋势项,还包括后几个基本模式分量

叠加后的低频成分,叫做信号的缓变趋势.信号的

缓变趋势去除了信号中的高频噪声,能精确反映

信号的变化过程和衍化趋势,对分析信号具有重

要的意义.
文献[10]提到用EMD方法提取信号中快变

波动(高频成分)的思路.下面基于这种思路,给出

相应的提取缓变趋势(低频成分)的具体方法.
首先对信号进行局域波分解(结果见式(1)),

定义前d个基本模式分量的标准均值为

meanimf(d)=
∑
T

t=0
∑
d

i=1
ci(t)/N

∑
T

t=0
s(t)/N

(2)

其中d=1,2,…,n.
理论上讲,每个模式分量的均值和标准均值

都为零,但实际上是一个非零小数.而且,如果信

号中存在非零趋势,那么在分解过程中,非零趋势

就会对序数较大的模式分量产生影响,使得标准

均值meanimf(d)在d≥D 时快速偏离零点.因
此,可以认为从第D 个基本模式分量到最后一个

基本模式分量再加上趋势项就是信号缓变趋势

f(t)的估计:

􀭾f(t)=∑
n

j=D
cj(t)+rn(t) (3)

其中n是信号s(t)经局域波分解得到的基本模式

分量的个数.
图2 是 用 此 方 法 提 取 缓 变 趋 势 的 例 子.

图2(b)是4000点的某系统输出信号,经局域波

分解后,得到10个基本模式分量和一个趋势项.
图2(a)是 前 d 个 基 本 模 式 分 量 的 标 准 均 值

meanimf(d)随d 变化的曲线.可以看出,当d=
7时,meanimf(d)的值快速偏离了零点,因此取

D =7.用第7到第10个基本模式分量和趋势项

进行重构(见式(3)),得到信号的缓变趋势(见图

2(c)).缓变趋势保留了信号中的较大波动,精确

地展现了信号的衍化过程.

图2 信号及其缓变趋势

Fig.2 Signalanditsslow-varyingtrend

2.2 基于局域波分解的非参数概率密度估计

由以上的分析可知,局域波方法能精确地去
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除信号中的高频成分,获得信号的缓变趋势.而小

波密度估计的思想正是通过小波降噪,去除样本

数据直方图中的高频成分,获得低频成分作为样

本数据的概率密度估计.因此,对照小波密度估计

方法和步骤[2],得到局域波密度估计步骤:
步骤1 计算样本数据X 的直方图,将数据

转化为(Xb,Yb).即根据采样数据X 的大小,均匀

划分出m个柱条,Xb(i)是第i个柱条的中心坐标,

Yb(i)是样本数据X 落在第i个柱条里的频数.
步骤2 将Yb作为一个信号进行局域波分解.
步骤3 用式(2)计算基本模式分量的标准均

值,确定标准均值快速偏离零点时的d值,令D=d.
步骤4 用式(3)重构密度函数f 的一个估

计􀭾f.
为了验证以上估计方法的性能,可以用仿真

数据进行分析.

3 仿真分析

对于单一密度估计,简单的Parzen窗就有较

好的估计效果,本文提出的局域波方法估计精度

亦较高.下面针对较复杂的混合高斯密度估计进

行计算机仿真.为了突出算法性能,仿真采用较少

的样本数据.

由下式给出的混合高斯密度函数随机产生

100个样本:

p(x)=α1g(μ1,σ1)+α2g(μ2,σ2) (4)
其中g(μ,σ)是均值为μ、方差为σ的高斯函数.式

(4)中各参数取值见表1.

表1 混合高斯密度参数

Tab.1 ParametersofGaussianmixturemodeldensity

参数 数值 参数 数值

μ1 -1 μ2 7
σ1 3 σ2 2
α1 0.4 α2 0.6

分别用Parzen窗法、小波法和局域波分解法

估计此样本的密度.计算过程中使用的柱条数均

为m=100.
(1)Parzen窗法 调整Parzen窗的宽度,获

得较光滑估计曲线,此处窗宽为1.结 果 见 图

3(a).其中短划线是样本 X 的理论密度曲线.估
计密度与理论密度的偏差平方和为0.0097.

(2)小波法 把样本点的统计结果Yb(局域波

估计步骤1)作为一个信号,用小波法进行密度估

计.为了获得最好的效果,尝试各种小波基和分解

层数.最后确定采用bior3.3小波,2层分解,软阈

(a)Parzen窗法 (b)小波法 (c)最大期望算法

(d)无核优化函数的 MF-SVM方法  (e)具有优化核函数的 MF-SVM方法 (f)本文方法

图3 不同方法的混合高斯密度估计结果

Fig.3 TheestimationsofGaussianmixturemodeldensitywithdifferentmethods
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值规则进行估计,结果见图3(b).估计曲线出现了

和理论曲线相似的形状,但并不吻合,误差较大.估
计密度与理论密度的偏差平方和为0.0117.

(3)局域波法 根据2.2节给出的局域波密

度估计步骤,对此样本数据进行估计,结果见图

3(f).估计结果与理论曲线基本吻合,偏差平方和

为0.0027.
图3中的(c)、(d)、(e)是根据文献[11]介绍

的方法获得的估计结果,分别使用了最大期望算

法、无核优化函数的 MF-SVM 方法和具有优化

核函数的 MF-SVM方法.
从图3可以看出,在样本较少的情况下,局域波

估计的密度更接近样本数据的理论值,比图3(a)~
(d)的估计结果精度高.虽然本文方法的结果与

图3(e)的结果基本相当,但计算方法比图3(e)采
用的优化核函数的 MF-SVM方法简单很多.

4 结 论

实践证明,当密度函数具有断点或其一阶导

数有断点时,采用小波进行密度估计是一个好的

解决方法.但当密度函数曲线较光滑时,本文的局

域波法效果较突出.本文的结果较其他估计方法

精度高,方法简单,且计算量小.当然,由于局域波

分解时,边界问题还没有完全解决,有可能影响估

计曲线的两端形状,产生些许误差.随着局域波分

解方法的不断完善,边界问题解决后,局域波法的

估计精度将会更高.
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Nonparametricprobabilitydensityestimationbasedonlocalwavedecomposition
HU Hong-ying*1,2, YIN Fu-liang1

(1.FacultyofElectronicInformationandElectricalEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;
2.ElectromechanicalEngineeringCollege,DalianNationalitiesUniversity,Dalian116600,China)

Abstract:Localwavedecompositionisgoodataccuratetrendextracting.Therefore,basedonthe
algorithmofslow-varyingtrendextractingoflocalwavemethod,aswellaswaveletprobability
densityestimationmethodandhistogram method,anewprobabilitydensityestimationmethodis
presented.Theproposedmethodcangetridofhighfrequencycomponentsofhistogramandobtainthe
lowfrequencytrend,i.e.probabilitydensity.TheapplicationofthismethodtoGaussianmixture
modeldensityestimationprovestheadvantagesoftheapproachfornon-breakpointdensityfunction
estimation.Anditiseasierincomputationandmoreaccurate.

Keywords:densityestimation;localwavedecomposition;empiricalmodedecomposition;wavelet
densityestimation
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