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摘要:提出了一个保险公司具有p(p>1)个相关保险业务的风险模型,以研究当索赔率和

索赔额随保险公司的状态改变而波动时的折现总索赔.在该假设下,提出了折现总索赔的L-

S变换微分方程系统.应用微分方程得到了折现总索赔在马尔可夫环境下的一、二阶矩显式

表达式.定理结论为进行风险分析提供了理论依据.
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0 引 言

在Delbaen等[1]、Willmot[2]、Léveillé等[3]研

究折现总索赔基础上,受Kim等[4]与Zhang等[5]

研究模型的启发,研究下述模型的折现总索赔问

题:

L(t)=∑
p

k=1
∑
Nk(t)

n=1
Wkne-δskn;p>1,t≥0

其中p为保险业务数量;Wkn 表示保险公司的第k

个保险业务第n次的索赔额;skn 表示保险公司的

第k个保险业务第n 次索赔发生的时间;泊松过

程Nk(t)表示保险公司的第k个保险业务在(0,t]

时间内索赔的次数,不同计数过程相互独立,且

Nk(t)=sup{n≥0:skn≤t}(k=1,2,…,p);δ为

常数净利率;L(t)为(0,t]时间内折现总索赔.文

中假设不同种类的保险业务可以相关,索赔额的

分布可以相关,而且索赔发生的时间也可以相关,

同时Wkn 与skn(k=1,2,…,p;n=1,2,…)不独

立.这些假设可以用马尔可夫环境过程来实现.用

连续时间过程{J(t);t≥0}描述保险公司的环

境,若保险公司的环境可分为m 个状态,也就是

说J(t)=1,2,…,m,并假设{J(t);t≥0}是马尔

可夫过程,用Q记{J(t);t≥0}的无穷小生成器.

用该过程作用于索赔额与索赔率.假设给定{J(t)

=i},第k个保险业务在t时刻的索赔率为rki.因

此,skn 为在t时刻强度为rkJ(t)重随机过程对应事

件发生的时间[6].索赔增量L(t+u)-L(t)为严

平稳过程.当给定J(t)时,可恢复各变量间的独

立性.还假设给定J(t)、L(t+u)-L(t)与L(t)相

互独立.在上述假设下,本文应用条件概率与条件

期望工具,先得到关于Wkn 的L-S变换的一系列

命题,进而利用微积分方法得到折现总索赔的一、

二阶矩的显式表达式.

1 L-S变换

用W (i)
k 记第k个保险业务在给定J(skn)=i



时索赔Wkn 的一般化随机变量.令

fij(s,t)=E[e-sL(t)1{J(t)=j}|J(0)=i](1)

用F(s,t)记由(i,j)项为fij(s,t)构成的m×m矩

阵.引入如下记号:

 ĝki(s)=E[e-sW
(i)
k ]=E[e-sWkn |J(skn)=i]

gki =E[W (i)
k ]=E[Wkn|J(skn)=i]

g(2)
ki =E[(W (i)

k )2]=E[W2
kn|J(skn)=i];

 k=1,2,…,p,i=1,2,…,m

Ĝk(s)=diag{ĝk1(s),ĝk2(s),…,ĝkm(s)}

Gk =diag{gk1,gk2,…,gkm}

G(2)
k =diag{g(2)

k1 ,g(2)
k2 ,…,g(2)

km }

Rk =diag{rk1,rk2,…,rkm}

下面提出几个关于F(s,t)的一系列命题.

命题1 对任意的s≥0,t≥0有

F(s,t+u)=F(s,t)F(se-δt,u) (2)

证明 对任意的s≥0,t≥0有

fij(s,t+u)=E[e-sL(t+u)1{J(t+u)=j}|J(0)=i]=

E[e-sL(t)E[e-s(L(t+u)-L(t))1{J(t+u)=j}|

J(t)]|J(0)=i]=

E[e-sL(t)fJ(t)j(se-δt,u)|J(0)=i]=

∑
m

l=1
fil(s,t)flj(se-δt,u)

从而有命题成立. □

命题2 对任意的s≥0,当t→0+ 时有

F(s,t)=I+ (∑
p

k=1
Rk(Ĝk(s)-I)+Q)t+o(t)

(3)

F(s,0)=I (4)

证明 N'(t)表示(0,t]时间内环境状态转

换的次数.当t充分小时,环境状态至多可以转换

一次,索赔也至多可发生一次.那么对任意的s≥

0,有

fij(s,t)=E[e-sL(t)1{J(t)=j}|J(0)=i]=

∑
p

k=1
{P(Nk(t)=1,∑

p

l-1,l≠k
Nl(t)=0,

N'(t)=0|J(0)=i)E[e-sL(t)1{J(t)=j}|

Nk(t)=1,∑
p

l=1,l≠k
Nk(t)=0,N'(t)=0,

J(0)=i]} +P(∑
p

k=1
Nk(t)=0,

N'(t)=1|J(0)=i) ×

E[e-sL(t)1{J(t)=j} ∑
p

k=1
Nk(t)=0,

N'(t)=1,J(0)=i] +

P(∑
p

k=1
Nk(t)=0,N'(t)=0|

J(0)=i)E [e-sL(t)1{J(t)=j}

∑
p

k=1
Nk(t)=0,N'(t)=0,J(0)=i] +

P(∑
p

k=1
Nk(t)+N'(t)≥2|

J(0)=i) ×E[e-sL(t)1{J(t)=j}

∑
p

k=1
Nk(t)+N'(t)≥2,J(0)=i]

上式右端第1项等于∑
p

k=1

(rkit+o(t))ĝki(s)1{j=i};

右端第2项等于qijt1{j≠i}+o(t);右端第3项等于

(1- (∑
p

k=1
rki-qii )t)1{j=i}+o(t);右端第4项为

o(t).从而有

 fij(s,t)= [∑
p

k=1
rki(ĝki(s)-1)+qii ]t1{j=i}+

1+qijt1{j≠i}+o(t)

故

F(s,t)=I+ (∑
p

k=1
Rk(Ĝk(s)-I)+Q)t+o(t)

当t=0时,fij(s,0)=E[1{J(t)=j}|J(0)=i]=

1{j=i},即F(s,0)=I.

假设积分和求导可交换次序,有下面的命题

成立.

命题3 对s≥0,F(s,t)是如下初始值问题

的解:

∂
∂tF
(s,t)=F(s,t)[Q+∑

p

k=1
Rk(Ĝ(se-δt)-I)];

t≥0,F(s,0)=I (5)
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证明 对s≥0,有

 F(s,t+Δt)=F(s,t)F(se-δt,Δt)=

F(s,t)[I+ (∑
p

k=1
Rk(Ĝ(se-δt)-

I)+Q)Δt] +o(t);Δt→0

由偏导数的定义有

∂
∂tF
(s,t)=F(s,t)[Q+∑

p

k=1
Rk(Ĝ(se-δt)-I)];

t≥0 □

2 矩

令E(t)为m×m 矩阵,其(i,j)项为

Eij(t)=E[L(t)1{J(t)=j}|J(0)=i]

且μ(t)为m 维列向量,其第i个分量为μi(t)=

E[L(t)|J(0)=i],μ(t)=E(t)em,em 为m 个1

构成的列向量.假设涉及的混合偏导连续且所求

的矩都存在.下面的定理给出了E(t)和μ(t)的显

式表达式.

定理1 E(t)和μ(t)可由下式给出

E(t)=∫
t

0
e-δyeQy ∑

p

k=1
RkGk( )eQ(t-y)dy (6)

μ(t)= (δI-Q)-1(I-e-δteQt)(∑
p

k=1
RkGk)em (7)

证明 令

Mn(t)= ∂
n

∂snF(s,t)|s=0;n=1,2 (8)

∂F(s,t)
∂t =F(s,t)[Q+∑

p

k=1
Rk(Ĝk(se-δt)-I)];

 t≥0

F(s,0)=I,M1(t)=∂F
(s,t)
∂s s=0

;M1(0)=0

∂2F(s,t)
∂t∂s =∂F

(s,t)
∂s [Q+∑

p

k=1
Rk(Ĝk(se-δt)-

I)] -e-δtF(s,t)∑
p

k=1
Rk
∂Ĝk(􀭴s)
∂􀭴s 􀭴s=se-δt

(9)

令s=0得

dM1(t)
dt =M1(t)Q-F(0,t)e-δt ∑

p

k=1
RkGk( )

因为F(0,t)=eQt,E(t)=-M1(t),M1(0)

=0,所以

dE(t)
dt =E(t)Q+e-δteQt ∑

p

k=1
RkGk( ) (10)

由式(8)和(9)得

 d
[E(t)e-Qt]
dt =e-δteQt (∑

p

k=1
RkGk )e-Qt

E(t)=∫
t

0
e-δyeQy ∑

p

k=1
RkGk( )eQ(t-y)dy

μ(t)= (δI-Q)-1(I-e-δteQt)(∑
p

k=1
RkGk )em

记μ
(2)
i (t)=E[(L(t))2|J(0)=i],μ(2)(t)

= (μ
(2)
1 (t) μ

(2)
2 (t) … μ

(2)
m (t))T.下面的定理

给出了μ(2)(t)的显式表达式.

定理2 对t≥0,μ(2)(t)可由下式给出:

 μ(2)(t)= (2δI-Q)-1(I-e-2δteQt)×

[2(∑
p

k=1
RkGk )(δI-Q)-1+

(∑
p

k=1
RkG(2)

k ) ]em -2e-δtE(t)(δI-

Q)-1 (∑
p

k=1
RkGk )em (11)

证明 由式(8)知

∂2F(s,t)
∂t∂s =∂F

(s,t)
∂s [Q+∑

p

k=1
Rk(Ĝk(se-δt)-I)] -

e-δtF(s,t)∑
p

k=1
Rk
∂Ĝk(􀭴s)
∂􀭴s 􀭴s=se-δt

∂3F(s,t)
∂t∂s2 =∂

2F(s,t)
∂s2 [Q+∑

p

k=1
Rk(Ĝk(se-δt)-I)] -

2e-δt∂F(s,t)
∂s ∑

p

k=1
Rk
∂Ĝk(􀭴s)
∂􀭴s 􀭴s=se-δt

+

e-2δtF(s,t)∑
p

k=1
Rk
∂2Ĝk(􀭴s)
∂􀭴s2 􀭴s=se-δt

(12)

当t≥0,对式(4)的s微分两次,并令s→0+ 得

 ∂
3F(s,t)
∂t∂s2 s=0

=dM2(t)
dt =

M2(t)Q-2e-δtM1(t)×

∑
p

k=1
RkGk( )+e-2δtF(0,t)×

∑
p

k=1
RkG(2)

k( ) (13)
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因为 F(0,t)=eQt,M2(0)=0且 M2(t)em =

μ(2)(t),M1(t)=-E(t),所以

 dμ
(2)(t)
dt =2∫

t

0
e-δyE(y)dy· ∑

p

k=1
RkGk( )em +

∫
t

0
e-2δyeQydy· ∑

p

k=1
RkG(2)

k( )em

(14)

其中

 ∫
t

0
e-δyE(y)dy= (2δI-Q)-1(I-e-2δteQt)×

∑
p

k=1
RkGk( )(δI-Q)-1-

e-δtE(t)(δI-Q)-1

代入式(14)整理即得定理结论. □

3 结 语

本文研究了一个保险公司具有多个相关保险

业务的风险模型的一、二阶矩的显式表达式.这些

结论在保险实务有关风险定价问题方面有重要价

值,同时这些结论也是对保险学理论研究的完善.
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Momentsofclaimsfordependentclassesofinsurancebusiness
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Abstract:Ariskmodelisproposedforaninsurancecompanywithp(p>1)dependentclassesof

insurancebusiness.Thepurposeistoconsiderthediscountedaggregateclaimswhentheclaimrates

andsizesfluctuateaccordingtothestateoftheinsurancecompany.Asystemofdifferentialequations

fortheLaplace-Stieltjes(L-S)transformofthediscountedaggregateclaimsisprovidedunderthis

assumption.Usingthedifferentialequations,theexplicitexpressionsareobtainedforthefirstandthe

secondmomentsofthediscountedaggregateclaimsinaMarkovianenvironment.Theoremprovidesa

theoreticalbasisforriskanalysis.

Keywords:moments;dependentclaims;L-Stransform;Markovianenvironment
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