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摘要:构造群的BN-对是Building理论中的一个重要课题.由于每个BN-对都对应一个

Weyl群,通过研究 Weyl群可以得到群的各种性质,从而BN-对成为研究群的一个重要工具.
假定R 是一个局部环,通过采用矩阵方法构造了R 上一般线性群、辛群、正交群的BN-对.构
造了局部环上一族具有包含关系的一般线性群的BN-对,并且证明了这组一般线性群和对应

的BN-对之间满足一个交换图.
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0 引 言

Tits提出Building和BN-对的概念是为了从

几何观点来理解例外李型群,此后人们发现,每一

个李型群都对应于一个Building,与Building相

对应的是李型群中的BN-对结构.由于Building
这个几何结构对于研究相应群的各种性质具有深

刻的意义,它在有限李型单群的结构理论和表示

论、代数群及其表示等方面都得到了重要应用.
判定一个群是否存在BN-对,及如何构造它

的BN-对是 Building理论中的一个研究课题.
Carter[1]证明了连通约化群是具有BN-对的群.
文献[2、3]构造了任意域上典型群的BN-对和

Building.Iwahori等[4]构造了带有离散赋值的域

上的特殊线性群的另外一个BN-对.本文在文献

[2]的基础上采用矩阵方法构造局部环上一般线

性群、辛群、正交群的BN-对,并证明局部环上一

族具有包含关系的一般线性群和对应的BN-对之

间满足一个交换图,且局部环上的辛群和正交群

也有类似的结论.

1 预备知识

定义1[5] 设R 是一个局部环,n=2ν(ν∈

Z+),且

S=
I(ν)

-I(ν)
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令Spn(R)= {T ∈GLn(R):TTST =S},则称

Spn(R)为R 上的n 阶辛群.
定义2[5] 设R 是一个局部环,n=2ν(ν∈

Z+),且

S=
I(ν)

I(ν)
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令On(R)= {T ∈ GLn(R):TTST =S},则 称

On(R)为R 上的n 阶正交群.
定义3[3] 在群G中,子群B 和N 被称为一

个BN-对,如果B和N 生成了G,子群T=B∩N
是N的一个正规子群,商群W =N/T存在一个由

对合构成的生成元集S,且满足下面两个公理:
公理1 BsB·BwB ⊂BswB ∪BwB,其中

s∈S,w∈W.
公理2 sBs-1 ⊄B,其中s∈S.
四元对(G,B,N,S)称为群G 的一个Tits系

统,群W 是与BN-对相伴的 Weyl群,S的基数是

Tits系统的秩.如果 Weyl群是有限群,则称BN-
对是球形的.



类似于域上初等辛矩阵,如下定义局部环上

初等辛矩阵.
定义4 用e1,e2,…,eν,f1,f2,…,fν表示局

部环R上2ν-维向量空间的一组标准基底.初等辛

矩阵是指在下面的嵌入中,2×2初等矩阵在

Sp2ν(R)中的像:
(1)对于每一个i=1,2,…,ν,2ν阶辛矩阵中

存在一个Sp2(R)且它稳定在二维子空间[ei,

fi],保持除ei 和fi 以外的基向量不动;
(2)对于1≤i<j≤ν,2ν阶辛矩阵中存在一

个GL2(R)且它稳定在[ei,ej]和[fi,fj],并保持

除了这4个向量以外的其他基向量不动;
(3)对于1≤i<j≤ν,2ν阶辛矩阵中存在一

个GL2(R)且它稳定在[ei,fj]和[ej,fi],并保持

除了这4个向量以外的其他基向量不动.

2 局部环上一般线性群BN-对构造

令M 是局部环R 的唯一极大理想,k=R/M
是R 对应的剩余类域.典范同态π:R→k诱导了

下面的群同态ϕ:GLn(R)→GLn(k):(cij)→(cij).

令B︵ 是GLn(k)中的上三角矩阵构成的群,N︵

是GLn(k)中的单项矩阵构成的群.选取 B 是

GLn(k)的子群B︵ 在同态ϕ 下的逆像,N 是N︵ 在同

态ϕ 下的逆像.下面证明子群B和N 构成局部环

R 上一般线性群GLn(R)的BN-对.
引理1 GLn(R)是由子群B和N 生成的.
证明 因为GLn(R)可以由局部环R上的初

等矩阵生成,而初等矩阵可以由B和N 中的元素

生成,即证. □
引理2 (1)令T=B∩N,则T是N 的正规

子群.
(2)商群W =N/T存在一组由对合构成的生

成集.

证明 (1)记T︵ =B︵ ∩N︵.因为T︵ 是N︵ 的正规

子群,故根据群的同态基本定理,T︵ 的逆像是N︵ 的

逆像的正规子群,即T是N 的正规子群.

(2)令同态ϕ1:N→N︵是上面定义的同态ϕ在

N 上的限制,π1:N
︵
→N︵/T︵ 是典范同态.则得到一

个满同态φ=π1ϕ1:N→N︵/T︵,其中π1ϕ1表示

π1和ϕ1的复合同态.易证T正好是同态φ的核,从

而有W =N/T=N︵/T︵,这意味着W 是n个字母上

的对称群,因而存在一组由对合构成的生成集.□
令S* ={s1,s2,…,sn-1}是W 的生成集,其中

si 是指对换(i,i+1).
定理 1 上 面 所 构 造 的 子 群 B 和 N 是

GLn(R)的BN-对.
证明 由BN-对的定义和引理1、2知,只需

证明公理1和2成立.若选取

P=

1 1
0 1

O

O I(n-2)
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则有s1Ps-1
1 ∉B.同理可证,对任意的si ∈S*,

sBs-1 ⊄B,从而公理2成立.下面证明公理1成

立.因为公理1中的式子等价于sB ⊂BB' ∪
BsB',其中B'=wBw-1.所以只需证明sB 的任意

矩阵通过左乘B 中的元素和右乘B'中的元素,约

化成单位矩阵或s即可.下面证明s=s1 的情形.
通过左乘B中的矩阵,sB 中的任一矩阵可以

约化为

b21 a22
a21 c12

A1

A2 A3
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其中A1 是2×(n-2)阶零矩阵,A2 是在M 中取

值的(n-2)×2阶矩阵,A3是(n-2)×(n-2)对

角矩阵.
如果c12 是零因子,则通过左乘B 中的元素,

上述约化矩阵变为s.如果c12是可逆元,分两种情

况考虑.当w-1(1)>w-1(2)时,通过右乘B'中的

矩阵,将上述约化矩阵的(2,1)位置化为0,这时

矩阵属于子群B.当w-1(1)<w-1(2),通过右乘

B'中的矩阵,将上述约化矩阵的(2,2)位置化为

0.此时(2,2)位置是零因子,化成前面的情形.这
就证明了公理1成立.最后,注意到W 的生成元集

是有限的,所以这个BN-对是球形的. □

3 局部环上辛群的BN-对构造

采用类似于第2章的方法构造局部环R上辛

群Sp2ν(R)的BN-对.令B = {T =
A1 A2
O A3
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÷÷:
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T∈Sp2ν(k)},其中A1 是ν阶可逆下三角矩阵,

AT
1A3 =I,AT

2A3-AT
3A2=I,I是ν阶单位矩阵,O

是ν阶零矩阵.令N 是Sp2ν(k)中的单项辛矩阵构

成的 群.考 虑 群 同 态 θ:Sp2ν(R)→ Sp2ν(k):
(cij)→(cij).

令B是子群B在同态θ下的逆像,N是N 在同

态θ下的逆像.记T=B∩N,易证T是N 的正规

子群,且商群W =N/T=N/T.假定Li =[ei]是
由ei所张成的一维向量空间,L'i=[fi],其中1≤
i≤n.由文献[2]知,W 存在一个由对合构成的生

成集S* = {s1,s2,…,sn},其中si(i<n)是两个

对换Li↔Li+1 和L'i↔L'i+1 的乘积;sn 是对换Ln↔
L'n.

定理2 子群B和N 构成Sp2ν(R)的一个球

形BN-对.
证明 首先证明Sp2ν(R)是由B 和N 生成

的.对于Sp2ν(R)中的任一矩阵P,通过左乘和右

乘初等辛矩阵可以约化成单位阵,而初等辛矩阵

可以由B和N 中的元素生成.
其次证明公理1成立.只需证明sB⊂BB'∪

BsB',其中B'=wBw-1.令s=s1.对于sB 中的任

一矩阵,通过左乘B中的矩阵,可以约化成

c21 a22
a11 0

A1

A6 A7

    A5

A2

0 aν+2,ν+2

aν+1,ν+1 cν+1,ν+2
A4

A3 A8A8
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其中矩阵A1、A2、A3 的元素均是零因子,A4、A5、

A6 是2×(ν-2)、ν×ν、(ν-2)×2阶零矩阵,

A7 =

a33
a44

 
…

aνν
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A8 =

aν+3,ν+3

aν+4,ν+4

 
…

a2ν,2ν
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如果c21 是零因子,则cν+1,ν+2 也是零因子,从而上

述约化矩阵通过左乘B 中的矩阵化为s.如果c21

是可逆元,分两种情况考虑.当w-1(1)>w-1(2)

时,通过右乘B'中的元素将上述约化矩阵的(1,

2)位置和(ν+2,ν+1)位置同时化为0,这时矩

阵属于子群B.当w-1(1)<w-1(2),通过右乘B'
中的矩阵,将上述约化矩阵的(1,1)位置和(ν+
2,ν+2)位置同时化为0.此时(1,1)位置是零因

子,化成前面的情形.
易证公理2成立.从而子群B和N 是Sp2ν(R)

的一个BN-对.又因为W 的生成元集是有限的,

所以这个BN-对是球形的. □
注:对于R 上的正交群On(R),采用类似的

讨论,可以构造出它的BN-对.

4 同调性质

下面定义局部环R上一般线性群GLn(R)的

子群族GL(i)
n (R),其中1≤i≤r,r是一个常数.

GL(i)
n (R)是由形式为

A(di1
)

 
…

A(disi
)
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的矩阵

构成的群,其中di1+di2+…+disi
=n.并且这族

子群满足GL(i+1)
n (R)⊂GL(i)

n (R).
在GL(i)

n (R)中,选取Bi =B ∩GL(i)
n (R),

Ni =N∩GL(i)
n (R),其中B和N 是第2章构造的

GLn(R)的BN-对.则采用类似第2章的方法,可
以证明子群Bi 和Ni 是GL(i)

n (R)的一个BN-对.
令Ti =Bi ∩Ni,对应的 Weyl群为Wi =

Ni/Ti,则有下面的交换图.
定理3 在前面的假设下,存在如图1所示

的一个交换图.

0 0 0 0
↓ ↓ ↓ ↓

0→Td → Td-1→…→T2→T1
↓ ↓ ↓ ↓

0→Nd
id-1
→
 

Nd-1→…→N2
i1
→
 
N1

↓ ↓ ↓ ↓
0→Wd

i'd-1
→
 

Wd-1→…→W2
i'1
→
 
W1

↓ ↓ ↓ ↓
0 0 0 0

图1 子群族GL(i)
n (R)(1≤i≤r)及其BN-

对之间的交换图

Fig.1  The communicative diagram between

GL(i)
n (R)(1≤i≤r)andtheirBN-pair

其中ij、i'j(1≤j≤d-1)是嵌入映射.
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现在定义局部环R上辛群Sp2ν(R)的子群族

Sp(i)
2ν(R),其中1≤i≤r,r是一个常数.Sp(i)

2ν(R)
中的元素具有下面的形式:

B(di1
)

 
…

B(disi
)

C(di1
)

 
…

C(disi
)
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其中di1 + … +disi
=ν.并且这组子群满足

Sp(i+1)
2ν (R)⊂Sp(i)

2ν(R).
对于上面构造的这组辛群,也存在类似于定

理3的交换图.

5 结 语

域上典型群理论在许多领域已取得丰硕的成

果,近些年,数学研究者开始关注局部环上典型群

的相关问题.本文构造了局部环上一般线性群、辛
群、正交群的BN-对.由于与所构造的BN-对相伴

的 Weyl群是已知的有限反射群,这便为研究局

部环上典型群打下了良好的基础.在接下来的研

究中,一方面可以考虑文中所构造的BN-对对应

的Building是否是一个几何体,进而得到群的几

何解释;另一方面,由于文中构造的BN-对中子群

B 和N 的形式比较复杂,给后续研究增加了难

度,可以考虑能否构造局部环上典型群的更简单

的BN-对.
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Abstract:TheconstructionofBN-pairsofgroupsisanimportanttopicinBuildingtheory.Since
everyBN-pairofagroupcorrespondstoagroupofWeyltype,thepropertiesofthegroupareobtained

bydiscussingthegroupofWeyltype.Therefore,BN-pairisausefultoolinstudyinggroups.LetR

bealocalring.Usingmatrixmethod,BN-pairsofthegenerallineargroup,orthogonalgroupand

symplecticgroupoverlocalringRareconstructed,respectively.Furthermore,BN-pairsofafamilyof

generallineargroupsoverlocalringRarealsodiscussed,andthesegenerallineargroupsandtheir

correspondingBN-pairssatisfyacommunicativediagramofgroups.

Keywords:localring;classicalgroup;elementarysymplecticmatrix;BN-pair
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