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摘要:基于 Hamilton体系,研究了弹性梁在温度荷载下发生的前屈曲和后屈曲问题.在辛

空间中,前屈曲问题和后屈曲问题分别归结于系统的零本征值问题和非零本征值问题,而结

构屈曲的临界温度和屈曲模态对应 Hamilton体系的广义本征值和本征解.采用辛本征解展

开方法对非线性大变形的后屈曲问题进行了深入探讨,揭示了从前屈曲到后屈曲变化的整个

过程.结果发现梁在屈曲变形过程中向一个特殊的模式过渡,并最终发展为梁在某一平衡位

置作周期振荡.
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0 引 言

梁作为最基本工程结构,其屈曲行为一直受

到关注[1、2].滕宁钧等[3]和魏勇等[4]考虑应力波

效应研究了半无限长弹性杆在轴向荷载冲击作用

下的屈曲问题.基于精确几何大变形理论,Li
等[5、6]采用打靶法讨论了梁沿轴线伸长对其屈曲

的影响,并研究了简支-简支、简支-固支等边界

条件下梁的后屈曲行为.Coffin等[7]借助于椭圆

积分分析了两端简支弹性梁的湿热过屈曲问题,
给出了一种过屈曲平衡路径.Bhangale等[8]采用

有限元方法研究了功能梯度梁的热屈曲问题,并
分别得到了临界温度和振动频率.这些研究揭示

了梁发生屈曲的一些机理.然而他们的研究工作

是在Lagrange体系下进行的,因而很难将前屈曲

问题和后屈曲问题自然结合起来.本文借助于

Hamilton体系[9]分析热弹性梁前屈曲问题的临

界温度和对应的屈曲模态,并提出一种辛本征解

展开方法,研究前屈曲和后屈曲问题之间的关系,
并得到梁的后屈曲路径,以及最终过渡到振动模

式,以期为研究非线性问题提供一条路径.

1 基本问题和 Hamilton体系

考虑热弹性材料直梁,其横截面为矩形,截面

积为A,弹性模量为E,长度为l,线密度为ρ,热膨

胀系数为α.设温度为T,选取直角坐标系(x,z),
相应方向上的位移为(u,w),x 轴取在梁的中性

层上.梁的弯矩M 和曲率κ、内力N 与弹性应变εx

和温度的本构关系可以表示为

M =Dκ
N =Nx +NT =Kεx -KαT{ (1)

其中Nx 和NT 分别表示弹性变形内力和温度内

力,梁的抗拉刚度和抗弯刚度分别为K =EA 和

D =EI,I为惯性矩.记∂x =∂/∂x,∂t =∂/∂t,几
何方程可以写成

εx =∂xu+λ(∂xw)2/2
κ=-∂2xw{ (2)

对于前屈曲问题,由于初始变形很小,可以采

用小变形模型,此时取参数λ=0.在梁的变形问

题中,弯曲变形在变形能中起主导作用.Lagrange
函数包含了势能、动能和外力功,即

L= 12ρ
(∂tw)2-12Mκ-12Nxεx +12NT(∂xw)2

(3)



若对上式进行变分,可以得到传统意义下的控制

方程.为引入Hamilton体系,不妨记原变量w =
q,̇q=∂tq,引进对偶变量

p=δLδq ·
=ρq 

· (4)

该对偶变量的物理意义就是系统的动量.此时

Hamilton函数为

H =pq ·-L= 12ρp
2+12D(∂2xq)2+

K
8λ

2(∂xq)4-12NT(∂xq)2 (5)

根据Hamilton原理可以得到Hamilton体系下的

对偶正则方程
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(6)
该方程与传统的控制方程是等价的.注意到在得

到控制方程的同时,可以得到响应的端部边界条

件,如:

q|x=0 =0,∂xq|x=0 =0,

q|x=l =0,∂xq|x=l =0 (7)

2 热弹性梁的前屈曲和后屈曲行为

为量 纲 一 化,选 择 梁 长l 为 特 征 长 度,

l3 ρ/EI 为特征时间,这 样 X = x/l,τ =t/

(l3 ρ/EI),W =w/l,量纲一温度(荷载)T =
NTl2/D 和量纲一参数η=3Kl2/2D.此时正则方

程(6)有对应的形式.
在讨论前屈曲问题中,注意到正则方程(6)

的零本征值问题,即ψ̇ =0.求解此时的正则方程

(6),并满足端部边界条件的零本征值本征解及其

约当型解可以表示为

ψn =
1
0
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其中Wn = (1-cos Tn)[1-cos( TnX)]+

sin Tn[sin( TnX)- TnX],同时得到临界

温度满足的分叉条件[10]:

2-2cos Tn - Tnsin Tn =0 (9)
本征解(8)描述了在临界温度式(9)情况下的屈

曲模态.为讨论辛共轭正交关系[9],引入泛函

<a,b>≡∫
1

0
aTJbdx, 其 中 旋 转 单 位 矩 阵

J=
0 1

-1 0
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其中n =1,2,…,ψn = ψn -∑
n-1

k=1

<ψn,φ*
k >φk,

ψ*n =ψ*
n +∑

n-1

k=1

<ψ*
n ,φk>φ*

k .本征解(10)满足辛

共轭正交关系

<φn,φ*
m>=-<φ*

m,φn>=δnm,
<φn,φm>= <φ*

n ,φ*
m>=0 (11)

这样本征解(10)描述的是 Hamilton体系下独立

的模态.
后屈曲问题可归结为非零本征值问题.该问

题应采用几何大变形模型,即取参数λ=1.正则

方程(6)的解可用上述辛本征解(10)展开[9]和系

数对某一时刻展开的方法,有

ψ=∑
∞

n=1

[αn(τ)φn(T,X)+βn(τ)φ*
n (T,X,τ)]=

∑
∞

m=1
∑
∞

n=1

(Anmφn +Bnmφ*
n )Sm-1 (12)

其中S= (τ-τ0)/Δτ,τ0 为某一时刻,Δτ为时间

步长.式(12)说明,只要Anm(τ0)和Bnm(τ0)已知,
则在时间步长内任何时刻的屈曲变形都可以得

到.同时式(12)也可以写成

ψ=∑
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其中 Fnm(X)= (τ0Bnm + ΔτBn(m-1))Pn(X)+
AnmQn(X),Gnm(X)=BnmPn(X),记Bn0 =0.此
时式(6)可以表示为
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其 中 Rm(X)= η∑
m

k=1
{∑

k

l=1
[ (∑

∞

n=1
F'nl(X)) ×

(∑
∞

n=1
F'n(k+1-l)(X)) ] (∑

∞

n=1
F″n(m+1-k)(X)) }. 将 式

(12)和(13)分别代入方程(14),并利用辛共轭正
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交关系(11)可以得到

<̇ψ,φk>=∑
∞
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其 中 φm = (1 0)T∑
∞

n=1
BnmPn(X),ξ(1)

k (X)=

(τ0 1)TPk(X),ξ(2)
k (X)= (1 0)TPk(X)Δτ,

ξ(3)
m (X) = (Gm(X) Fm(X))T, φ0 = 0,

ξ
(3)
0 (X)=0.比较上式系数,可得

Bk(m+1)=C(1)
km

Ak(m+1)=C(2)
km +C(3)

km
{ (16)

其中k,m =1,2,3,…,

C(1)
km =-(Δτ/m)∫

1

0
QkFmdX,

C(2)
km = (Δτ/m)∑

∞

n=1
Bkm∫

1

0
PkPmdX,

C(3)
km =(Δτ/m)∫

1

0
[Pk(τ0Fm-1+ΔτFm -Gm-1)]dX

式(16)表明:若某一时刻(τ=τ0)的屈曲变

形已知(m =1),式(12)的各系数可由式(16)给

出.这样通过式(16)和(12),可以得到τ=τ0+Δτ
时刻的屈曲变形.该变形可作为下一时刻的已知

屈曲变形.反复利用式(16)和(12)就可以描述从

前屈曲到后屈曲发展的整个过程.注意到当τ0 =
0和m=1时为初始状态,即初始位移W0.该初始

状态应由前屈曲模态ψ0 给出.同时也注意到在数

值计算中,只能采用有限个辛共轭正交本征解叠

加方式,因此将式(12)中双无穷级数的N 项和M
项截断.此时共有2N×M 个系数,皆可由式(16)
确定.

为了更好说明屈曲发展过程,可用前屈曲模

态描述屈曲模态.事实上从式(8)以及正交化过

程式(10)可以看出,如果式(12)中的系数已知,
其表达式可以写成

ψ=∑
N

n=1

[αn(τ)φn(T,X)+βn(τ)φ*
n (T,X,τ)]=
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N

n=1
an(τ)

∑
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只要再次利用辛共轭正交关系,对上式两端

作用<ψ,φk>和<φ*
k ,ψ>,就可以得到未知系数(函

数)的代数方程组,进而得到有关系数.

3 数值结果

计算分叉条件(9),可以得到梁热屈曲的临界

温度:T1 =39.47,T2 =80.96,T3 =157.91,

T4 =238.72,T5 =355.31,T6 =475.60,T7 =
631.66,T8 = 791.43,T9 = 986.96,T10 =
1186.22等.与之对应的前屈曲模态也同时可以

得到.在讨论后屈曲问题中,不妨取N =10和M
=5,时间步长 Δτ=0.0005,选取参数η =
1000.首先观察初始屈曲模态对后屈曲发展的影

响.由于梁开始发生屈曲时可能是第一阶、第二阶

屈曲模态等且幅值很小,初始屈曲模态取W0 =
εWk,其中ε=1×10-4.不失一般性,不妨讨论第

一和第二阶屈曲模态作为初始模态,即k=1,2.
当温度T =60时,已经超过一阶临界温度.经过

计算,得到各系数随时间变化曲线,如图1(a).说
明在后屈曲发展过程中a1 始终起主导作用,并且

呈现在某一位置的振荡.图1(b)(τ=0为初始屈

曲模态)是在前一时间段对应的屈曲变形过程.
当温度T=150时,已经超过二阶临界温度.同样

可以得到各系数随时间变化曲线及对应的屈曲发

展过程(见图2).该图说明在后屈曲发展过程中

a1 最终起主导作用.换句话说屈曲变形的发展趋

于第一阶屈曲模态.可以看出初始屈曲模态(前屈

曲模态)在后屈曲发展中的前一个时间段影响比

较大;而在发展到某种程度后此影响逐渐消失.可
以说初始屈曲模态只影响屈曲发展的路径,而不

影响最终状态.
值得注意的是从以上后屈曲发展过程以及以

高阶屈曲模态为初始模态的后屈曲问题,可以看

出:当初始模态为奇数阶时,屈曲变形由初始模态

很快过渡到第一屈曲模态;而初始给定偶数阶模

态时,屈曲变形则先过渡到第二屈曲模态,然后到

第一屈曲模态.总之最终均达到第一屈曲模态,并
在某一个平衡位置呈现振动形式.从能量的角度

看,第一模态变形能最小.该平衡位置可以直接得

到,即在该位置W =cW1,其中c为常数.可以用

零本征值本征解表示:ψ =c(1 0)TW1.由辛共

轭正交关系知<̇ψ,φ1>=0,<φ*
1 ,̇ψ>=0.利用正

则方程(6)可以得到系数c的表达式
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c=± {∫
1

0
(T-T1)(∂2XW1)W1dX/

[η∫
1

0
(∂2XW1)(∂XW1)2W1dX]}

1/2
(18)

其中正负号分别表示存在上下两个平衡位置.
从上面的讨论知初始屈曲模态会影响后屈曲

发展的路径.而初始屈曲模态的幅值对该路径的

影响从图3中可以得到答案.该图是以第四阶屈

曲模态作为初始模态为例,同样取温度T=150,
其中图3(a)、(b)和(c)中分别取初始屈曲模态的

幅值为ε=1×10-3、1×10-4、1×10-5.除了3个

图都有向第一屈曲模态过渡的相同之处外,还有

不同之处.在向第一屈曲模态过渡过程中,初始模

态幅值略大时(如图3(a)),其对屈曲发展的路径

影响也大;反之影响也小,如图3(b)和(c)所示.

图1 第一阶初始屈曲模态下后屈曲发展过程

Fig.1 Post-bucklingprogressundertheinitialmodalofthefirstorder

图2 第二阶初始屈曲模态下后屈曲发展过程

Fig.2 Post-bucklingprogressundertheinitialmodalofthesecondorder

图3 初始屈曲模态的幅值对后屈曲路径的影响

Fig.3 Amplitudeeffectsoftheinitialmodalforpathsofthepost-buckling
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注意到W =0仍为系统的平衡位置.温度低

于第一阶屈曲临界温度时,计算结果表明梁仅在

该平衡位置振动.当温度高于第一阶以上的临界

温度时,由以上的结果得出后屈曲会过渡到绕另

一平衡位置的振动形式.由能量守恒原理,梁在振

动时会再次接近该平衡位置.在此情况下有可能

发生二次失稳现象,图4给出了这种现象.在计算

中以第五阶屈曲模态作为初始屈曲模态,选取参

数ε=1×10-4,温度T=80.该温度接近第二阶

屈曲临界温度.图4(a)表明屈曲变形很快从初始

的第五阶模态过渡到第一阶屈曲模态.图4(b)中

分别给出0.81≤τ≤0.96和0.96≤τ≤1.76两个

相连时间段的屈曲变形.说明梁从初始屈曲到向

第一屈曲模态过渡,又变化到接近初始平衡位置.
此时由于高阶模态还未完全消失,在初始平衡位

置形成扰动.当这种扰动的速度方向与梁的主模

态速度方向相反时,不会出现二次失稳(如图

4(a)中系数a1 第一次回到初始平衡位置);反之,

扰动的速度方向与梁的主模态速度方向一致时会

出现二次失稳现象(如图4(a)中系数a1 第二次

回到初始平衡位置).图4(b)中整个过程揭示了

后屈曲变形模态又从一个平衡位置向另一个平衡

位置过渡.随着高阶模态逐渐消失,梁接近而不达

到初始平衡位置,这样最后在新的平衡位置往复

振动.这些现象与给定的温度和初始屈曲模态有

关,也与梁的材料常数和几何参数有关.

图4 后屈曲过程中的二次失稳

Fig.4 Thesecondinstabilityforthepost-bucklingprocess

4 结 论

在温度荷载作用下,梁的热前屈曲和热后屈

曲问题可以分别归结为 Hamilton体系下的零本

征值问题和非零本征值问题.由于 Hamilton体

系下的本征解(零本征值本征解及其约当型解)具

有辛共轭正交关系,辛本征解展开方法是简洁和

有效的,并可直接生成相应的计算方法.从计算结

果可以得到:在某温度荷载(大于临界温度)下,无

论小量级的初始屈曲模态是什么形式,梁的后屈

曲发展过程均会向第一阶屈曲模态过渡,最后转

化为在某一平衡位置的振动;而初始屈曲模态的

幅值和形态只影响后屈曲发展路径.最终的屈曲

模态与给定的温度、梁的材料常数和几何参数有

关.在特殊情况下,后屈曲模态又出现二次失稳现

象,其由绕某一平衡位置的振动跳向绕另一个平

衡位置的振动.这些现象和机理为工程设计提供

了依据.
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Non-linearthermalbucklingofelasticbeams
andexpandingmethodofsymplecticeigensolutions

CHU Hong-jie1, XU Xin-sheng*1, LIM Chee-wah2, JIANG Nan1, MA Jian-qing1

(1.StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysisforIndustrialEquipment,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.CityUniversityofHongKong,83,TatCheeAvenue,Kowloon,HongKong,China)

Abstract:TheHamiltoniansystemisintroducedforpre-bucklingandpost-bucklingofelasticbeams

underthethermalload.Inthesymplecticspace,theproblemsofthepre-bucklingandthepost-

bucklingofbeamsarededucedrespectivelyintothesubjectsofthezeroeigenvaluesandnon-zero

eigenvaluesofthesystem.Thecriticaltemperaturesandbuckling modescanbeobtainedby

generalizedeigenvaluesandeigensolutionsofHamiltoniansystem.Usingtheexpandingmethodof

symplecticeigensolutions,thepost-bucklingproblemisdiscussed,inwhichthenon-linearproblemof

thelargedeformationisconsidered.Thewholeprocessfromthepre-bucklingtothepost-bucklingof

thebeamisrevealed.Resultsshowthatthereisatransitionalmodeintheprocessofthebuckling

deformationandthelastphaseofthebucklingisaperiodicvibrationofthebeamonabalanceable

station.

Keywords:Hamiltoniansystem;elasticbeams;thermalbuckling;largedeformation
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