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摘要:提出了一种新的基于区间分析的非概率稳健优化设计模型.利用非线性区间数规划

和函数的区间扩张,对稳健性指标进行了计算,将含有区间参数的常规稳健优化模型转化为

确定性的稳健优化模型,转化后的模型能够根据设计者要求实现任意指定稳健性的优化目

标,最终建立了两级稳健优化设计模型.该模型无需知道设计参数的概率分布函数,也不要求

目标函数及约束连续、可导.实例结果证明了该方法的有效性.
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0 引 言

稳健优化设计是处理不确定优化问题的一种

方法,该方法使系统性能受不确定因素变化的影

响较小[1、2].稳健优化设计包含目标的稳健性和

约束的稳健性两方面内容.目标的稳健性是指同

时优化目标的平均值和目标的波动值.约束的稳

健性是指在不确定因素的影响下所求得的优化解

仍在可行域范围内.
根据对不确定因素处理方式的不同,稳健优

化设计可被分成两种:一种是概率稳健优化设计,
该方法需要预先知道不确定因素的概率密度函

数,然后基于概率或统计方法确保目标或约束的

波动在可接受范围内[3、4],包含了概率信息的求

解,过程非常复杂,并且在实际工程中不确定因素

的统计信息往往是不知道或者很难获得的.另一

种是非概率稳健优化设计,该方法一般是通过目

标函数或约束的梯度信息求得稳健解,这种方法

不需要概率分布信息,但却包含一定的局限性.如
文献[5]要求目标函数和约束对设计参数可导;文
献[6]假设目标函数或约束对设计参数是线性变

化的,因而不确定因素的变化范围不能太大;文献

[7]虽然不需要梯度信息,但却要求目标函数或约

束是连续的;文献[7~9]通过逐一分析设计参数

和目标函数及约束之间的映射关系,推导出设计

参数对系统输出的响应,并将该响应量作为惩罚

函数加到原函数中,该方法分析过程复杂,所求的

稳健解可能欠保守,而且仅能获得一种稳健性指

标的优化解.
为此,本文提出基于区间分析的稳健优化设

计方法,该方法直接利用区间分析算法求得在不

确定因素影响下变化后的目标函数及约束的上下

界,并且能够根据设计者的偏好求解具有任意稳

健性指标的优化解.

1 稳健优化模型

1.1 目标函数的稳健性

含有不确定因素的常规优化模型可以表述如

下:

 minf(X,P)

s.t.gi(X,P)≤0;i=1,2,…,n (1)

hj(X,P)=0;j=1,2,…,m
Xmin≤X≤Xmax

式中:f(X,P)是优化目标;设计变量向量 X =
(x1 x2 … xk),Xmax、Xmin 是设计变量向量的

上下界;gi(X,P)是不等式约束;hj(X,P)是等式

约束;P=(p1 p2 … pt)是设计参数向量,是
设计中的不可控因素,其变化范围的上下界是已

知的.根据区间分析的定义,由设计参数向量P或



其分量pi 上下界构成的区间参数向量PI 或其区

间参数分量pI
i 如下式所示:

P∈PI = (pI
1 pI

2 … pI
t)= [Pl,Pu]=

[(pl1 pl2 … plt),(pu1 pu2 … put)];

i=1,2,…,t (2)
当设计参数是区间变量时,根据区间函数扩

张定义,原目标函数f(X,P)变为相应的区间函

数F(X,PI).在区间规划中,区间数序关系表示一

个区间优于另外一个区间,用于区间数的排序.最
小化问题中区间BI 优于区间AI 的数序关系为[10]

AI ≤mwBI; Ac≥Bc 且Aw ≥Bw

AI <mwBI; AI ≤mwBI 且AI ≠BI{ (3)

由式 (3)可知,只有当区间BI 的中值和半径

都小于区间AI 的中值和半径时,区间BI 才优于

区间AI.对于BI,其中值和半径可由下式计算:

Bc= (Bu+Bl)/2,Bw = (Bu-Bl)/2 (4)
其中

Bl(X,PI)=min
P∈Ω

B(X,P)

Bu(X,PI)=max
P∈Ω

B(X,P)

P∈Ω = {P|Pl≤P≤Pu}

(5)

在目标区间函数F(X,PI)的寻优过程中,只
有其中值和半径都最小时,该区间函数才是最优

的,因此可将方程(1)中的单目标函数转化为该

区间函数的中值最小和半径最小双目标函数,如
下式所示:

minf(X,P)=min(Fc(X,PI),Fw(X,PI))
(6)

式(6)中双目标函数优化问题同时考虑到了

优化目标的平均值Fc(X,PI),及优化目标波动的

幅值Fw(X,PI),通过权衡目标最优及波动最小

两者之间的权重关系,确保目标的稳健性.而在实

际工程优化问题中,设计者要寻找的往往不是目

标函数波动的最小值,而是在一定波动程度内,目
标的最优值.因此当预先确定了目标函数的波动

值Δf 时,式(6)中的双目标优化可以转化为满足

波动范围的单目标优化形式,即

minf(X,P)=min(Fc)

s.t.Fw ≤Δf
(7)

1.2 不等式约束的稳健性

通过常规优化方法所求得的优化解往往位于

活动约束的边界上,设计参数的微小波动都可能

导致该优化解位于新构成约束的不可行域内,如
图1所示.图中gi 是原约束,g'i 是由于设计参数

的变化而形成的新约束,阴影部分是新增加的不

可行域.图1(a)中,优化解xkmin和xkmax都位于新

约束g'i 的不可行域内;图1(b)中xkmin 仍旧满足

新约束g'i可行性的要求,而xkmax则破坏了新约束

g'i 的边界;图1(c)中的两个优化解在设计参数的

影响下仍位于新约束g'i 的可行域内.

图1 约束gi 的可行稳健性

Fig.1 Thefeasiblerobustnessoftheconstraintgi

约束的稳健性是指即使存在不确定因素的影

响也能保证优化解位于约束的可行域内.当设计

参数是区间变量时,原约束函数变为相应的区间

约束函数.根据式(1),区间约束的可行域指的是

不大于0的区间变量,那么这部分区间变量占整

个区间的百分比即表示新约束满足可行稳健性的

程度.由文献[11]比较两个区间的定义,当其中

一个区间蜕变为实数ε时,可得到一个区间g'i 小

于ε或大于ε的可能性程度,如式(8)和(9)所示.

Pg'i≤ε =

0; g'il≥ε
(ε-g'il)/(g'iu-g'il); g'il≤0≤g'iu

1; g'iu≤ε

ì

î

í

ï
ï

ïï

(8)

Pg'i≥ε =

1; g'il≥ε
(g'iu-ε)/(g'iu-g'il); g'il≤0≤g'iu

0; g'iu≤ε

ì

î

í

ï
ï

ïï

(9)
当ε=0时,Pg'i≤0=[0,1]即为稳健设计中约

束稳健性的指标.在实际工程优化问题中,设计者

对于约束满足稳健性的要求是不一样的:在某些

工况下,目标函数的最优是设计者最关心的,而约

束条件可以有某种程度的破坏;在另外一些工况

下,优化解严格满足约束条件是最重要的,目标函
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数可以做出适当的牺牲.因而有必要提供一种能

由设计者任意控制稳健性指标的优化策略.若设

计者要求不等式约束的稳健性不小于φi 时,式
(1)中的不等式约束可以转化为

Pg'i≤0 ≥φi,g'i = [gli,gui];i=1,2,…,n
(10)

1.3 等式约束的稳健性

与不等式约束类似,等式约束也由实数函数

变成了相应的区间函数h'j =[hlj,huj]=0,因此可

以转化为

hlj≤h'j(X,P)≤huj (11)
式(11)可以转化成以下两个不等式约束:

h'j(X,P)≤huj
h'j(X,P)≥hlj

(12)

若设计者要求等式约束的稳健性不小于φj

时,式(12)可以转化为

Ph'j≤h
u
j ≥φj,Ph'j≥h

l
j ≥φj;

h'j = [hlj,huj],j=1,2,…,m
(13)

1.4 两级优化模型

综合上述对目标函数及约束的稳健性分析,
最终形成了以下两级优化模型:如图2所示,基于

区间分析的两级优化模型包含两个优化流程.首
先由顶层优化子模型在设计变量X的设计空间内

寻找满足常规约束的最优解x0,并将该优化解x0
传递到底层的优化子模型中,利用区间算法,在设

minf= (Fc,Fw)

s.t.Pg'i≤0 ≥φi;i=1,2,…,n

Ph'j≤h
u
j ≥φj

Ph'j≥h
l
j ≥φj

{ ;j=1,2,…,m

Xmin+ΔX≤X≤Xmax-ΔX

↓

↑

x0  
Fc,Fw,g'il

g'ju,h'jl,h'ju

Fc = (Fl+Fu)/2,Fw = (Fu-Fl)/2
Fl=min

P∈Ω
F(X,P),Fu =max

P∈Ω
F(X,P)

g'il=min
P∈Ω

g'i(X,P),g'iu =max
P∈Ω

g'i(X,P)

h'jl=min
P∈Ω

h'j(X,P),h'ju =max
P∈Ω

h'j(X,P)

P∈Ω = {P|Pl≤P≤Pu}

图2 稳健优化设计的两级优化模型

Fig.2 Bi-levelmathematicalmodelofrobustdesign

optimization

计参数P的变化空间内计算区间数(FI,g'iI,h'jI)
的上下界(Fc,Fw,g'il,g'iu,h'jl,h'ju),再将该上下界

的值传递到顶层子模型中.该过程循环进行直到

寻到顶层模型的最优解为止.由循环过程可知,在
顶层优化模型中,旨在寻求设计变量的最优解,因
此区间数的上下界是定值;在底层优化子模型中,
旨在计算区间数的上下界,因此设计变量x0 是定

值.

2 算 例

图3所示的焊接梁优化问题要求在严格满足

各约束条件下,焊接梁的造价最低,并且其目标函

数波动小于0.04.原优化问题的详细描述、计算

中其余公式及数据可参考文献[12].本文将直接

给出原优化问题的数学模型.

图3 焊接梁结构

Fig.3 Aweldedbeamassembly

焊接梁的常规优化数学模型为

设 计 变 量:x = (x1 x2 x3 x4)T =
(t b h l)T

目标函数:minf=(1+c1)x23x4+c2x1x2(L
+x4)

约束函数:g1(x)=τ-τd≤0
g2(x)=σ-σd≤0
g3(x)=δ-0.25≤0
g4(x)=F-pc≤0
0.1≤x1 ≤13, 0.1≤x2 ≤2
0.125≤x3≤2, 0.1≤x4≤10

其中L和c1包含有不确定因素:ΔL=±0.25,Δc1
=±0.05.采用了4种方法对该问题进行求解,分
别是常规优化解法[12](M1)、灵敏域解法[7](M2)、
最大 波 动 分 析 法[9](M3)及 本 文 提 出 的 方 法

(M4).优化结果如表1所示.约束的稳健性如表2
所示,其中该问题中4个约束函数的稳健性指标

分别用R1、R2、R3、R4 表示.为了比较目标的稳健

性,分别在L和c1的容差范围内选择了29种随机参
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数组合,并对这29种随机工况进行了仿真实验,目
标函数的波动(Δf)情况如图4所示,其中虚线表

示最大允许波动值.为了分析约束稳健性受设计

参数区间大小的影响,以第一个约束为例,图5给

出了约束稳健性指标(R1)随着设计参数区间宽

度变化的趋势,其中横坐标为设计参数区间宽度

的倍数(k).

表1 优化结果的比较

Tab.1 Comparisonofoptimizationresults

方法 f x1 x2 x3 x4

M1
M2
M3
M4

2.382
2.487
2.694
2.710

8.292
9.138
8.328
8.310

0.244
0.248
0.247
0.248

0.244
0.246
0.176
0.175

6.219
5.461
9.843
9.973

表2 约束稳健性的比较

Tab.2 Comparisonofconstraintrobustness

方法 R1 R2 R3 R4

M1
M2
M3
M4

0.51
0.57
0.99
1

0.50
1
1
1

1
1
1
1

0.52
1
0.88
1

图4 目标函数波动的比较

Fig.4 Comparisonofobjectiverobustnessfluctuation

图5 约束稳健性指标随着设计参数区

间大小变化的趋势

Fig.5 Objectiverobustnesscomparisonwith

respecttotheintervalwidthvariation

ofuncertainparameters

由表1、表2和图4可知,常规优化解法的优

化解最好,但其约束稳健性和目标稳健性最差.本
文所提方法的优化解最大,但所有约束稳健性及

目标稳健性均满足要求.最大波动分析法的优化

解与本文方法比较接近,但仍有两个约束条件没

有被严格满足,如第1个和第4个约束的稳健性

指标分别为0.99和0.88.灵敏域解法的优化解

略大于常规优化解法,但其目标函数波动范围最

大,而且第1个约束稳健性仅有0.57.
由图4可知,用本文方法和最大波动分析法

所求得的优化解其目标波动值都小于最大允许值

0.04,而灵敏域解法则在n为1、13、17、18、26、29
这6次实验中的波动值都超过了最大许用值,常
规优化解法在n为1、17、26、29这4次实验中的

波动值也超过了最大许用值.因此与其他方法相

比,本文方法能够有效地确保约束函数的稳健性.
由图5可知,约束稳健性随着设计参数变化

区间的增大而减小,但本文所提方法的约束稳健

性略高于最大波动分析法,远高于常规优化解法

和灵敏域解法.因此与其他方法相比,本文方法能

够有效确保约束函数的稳健性受不确定因素区间

变化的影响较小.
上述结果表明,优化解与目标稳健性和约束

稳健性是相互矛盾的,要获得较大的稳健性就需

要牺牲一定的目标函数值.本文所提方法能够求

得满足设计者所定的具有任意稳健性指标的优化

解,尤其是在要求优化解严格满足约束条件的实

际工程问题中,使用本文方法能确保优化解对不

确定因素的变化最不灵敏.

3 结 论

本文提出了一种新的基于区间分析的非概率

稳健优化设计模型.与其他方法相比,本文方法主

要是利用了区间数学的相关理论来转换包含有不

确定因素的常规优化模型:基于区间数序关系将

单目标函数转换为能够表征目标均值和目标波动

的双目标函数;基于区间可能度将约束函数转换

为能够表达决策者对稳健性偏好信息的约束函

数;通过求解包含有目标稳健性和约束稳健性的

数学模型,最终实现目标函数和约束函数的稳健

性.把所提方法应用到实际的工程优化问题中,验
证了本文所提方法的有效性及可行性.值得一提

的是本文方法是以区间分析为基础的.虽然与概

率理论为基础的稳健设计方法相比,本文方法可
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大大降低对原始数据的要求,且不涉及概率的概

念.但是,应该指出,基于概率理论的稳健设计方

法的正确性和成熟性是毋庸置疑的.因此当具有

足够数据描述不确定参数的概率特性时,宜采用

概率理论为基础的稳健设计方法;当掌握的不确

定性数据较少,目标函数以及约束不连续、不可导

时,可采用本文所提稳健设计模型.
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Non-probabilisticrobustoptimizationdesignbasedonintervalanalysis

DONG Rong-mei*, SUN Wei, XU Huan-wei

(SchoolofMechanicalEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:A novelnon-probabilisticrobustdesignoptimization modelusingintervalanalysisis
presented.Basedonnon-linearintervalnumberprogrammingandfunctionintervalextension,the
robustnesswasassessed,andtheuncertainrobustoptimizationmodelwithintervalparameterswas
transformedintoadeterministicform,whichcanachievetheobjectivewithanyexpectedrobustness
levelaccordingtodecision-maker,andabi-levelmathematicalmodelisestablished.Thismodel
doesn'trequirethepresumedprobabilitydistributionofuncertainfactorsandgradientorcontinuous
informationofconstraintsandobjectivefunctions.Experimentalresultsdemonstratetheeffectiveness
ofthegivenmethod.
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