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Hamilton体系下分离变量法可和性
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摘要:非自伴算子特征函数系的完备性是一个非常困难的研究课题,至今还没有统一的处

理方法.对一类可用分离变量法求解的偏微分方程引入 Hamilton系统,论证了基底函数组的

辛正交系分别在Abel平均与Cauchy主值意义下的完备性与收敛性,并将 Abel平均意义下

的结论推广到更一般情形,即θ可和性意义下的情形.特别地得到了给定级数在Abel平均与

Cauchy主值意义下同时收敛的充分与必要条件.最后通过实例说明了该方法的正确性.
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0 引 言

分离变量法是求解偏微分方程的一个重要方

法.它的基本思想是把偏微分方程的求解问题通

过变量分离转化为特征值问题,然后把解表示成

按特征函数系展开的级数形式.分离变量法的理

论基础是Sturm-Liouville问题理论.而Sturm-

Liouville问题理论的本质是自伴算子特征值问

题[1、2].在现实问题中遇到的大多是非自伴算子.
然而对于非自伴算子没有统一的处理方法,这直

接导致非自伴算子的研究困难.以往主要通过对

称算子的自伴扩张和特殊的非自伴算子两个途径

研究非自伴算子.关于特殊的非自伴算子,20世

纪50年代,Glazman发现一类特殊的非自伴算

子———J-自伴算子,并给出了关于J-自伴算子的

一些结论.至于另一个重要的非自伴算子———无

穷维Hamilton算子的性质,尤其是其特征函数

系的完备性问题虽然得到一些较好的结果[3~6],

但是还有诸多问题有待解决,例如上述文献并没

有给出展开式的具体收敛方法.本文对一类可用

传统 的 分 离 变 量 法 求 解 的 偏 微 分 方 程 引 入

Hamilton系统,讨论基底函数组的辛正交系在

Abel平均等若干种收敛意义下的完备性问题及

这些收敛方法的内在联系.

1 基本定义

定义1 设X是Hilbert空间,H:D(H)⊂X

×X→X×X,H =
A B

C -A*

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,其中A、B、C均

为X 上的稠定闭线性算子,A* 为A的共轭算子,

B、C均为自伴算子,则称H为无穷维Hamilton算

子.

定义2 设 ∑
∞

k=-∞
k≠0

uk 是 给 定 的 级 数, 若

∑
∞

k=-∞
k≠0

uk×r|k| (0≤r<1)收敛,记其收敛核为

A(r),且lim
r→1-0

A(r)存在,则称级数∑
∞

k=-∞
k≠0

uk 在Abel

意义下收敛.

定义3 设∑
∞

k=-∞
k≠0

uk 是给定的级数.ρ为参数,



取之于某个集合,这个集合或者是一个区间(a,

b),0≤a<b≤ ∞,或是集合 N.θρ(k)为θ因

子,若对每个ρ∈A,θρ(k)为L上的实函数,满足

以下条件:

(1)kθρ(k)∈L';

(2)lim
ρ→a

θρ(k)=1,θρ(k)=θρ(-k);

(3)lim
ρ→a∑

∞

k=-∞
k≠0

θρ(k)uk(x)存在

则称∑
∞

k=-∞
k≠0

uk(x)的θ平均存在.

上述定义中根据定理的需要将文献[2]中θ
平均的定义中θρ(k)∈L'改为kθρ(k)∈L'.以下

结论中涉及到的空间X 均为L2[0,1].

2 主要结果及其证明

考虑如下偏微分方程:

s(x)∂
2u(x,t)
∂t2 =∂∂x p(x)∂u

(x,t)
∂x

æ

è
ç

ö

ø
÷+M(x,t);

0<x<1,t>0

u(0,t)=u(1,t)=0;t>0

u(x,0)=f(x),ut(x,0)=g(x);x∈ [0,1]

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(1)

其中p(x)、s(x)均为实函数,且满足以下2个条

件:

(1)p(x)∈c'[0,1],s(x)∈c[0,1];

(2)p(x)≥p0(x)>0,s(x)>0,x∈[0,1].

令v(x,t)=∂u
(x,t)
∂t

,V=
u(x,t)

v(x,t)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷,从而引

入无穷维Hamilton系统:

∂V
∂t = ∂∂t

u(x,t)

v(x,t)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷=HV+

0

s-1(x)M(x,t)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

(2)

其中 H =
0 1

s-1(x)ddx p(x)ddx
æ

è
ç

ö

ø
÷ 0

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
,D(H)=

u(x)

v(x)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷∈X×X,u'绝对连续,u(0)=u(1)=0,

u',u″∈X.

引理1 Hamilton算子

H =
0 1

s-1(x)ddx p(x)ddx
æ

è
ç

ö

ø
÷ 0

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

的特征值为λk =iτk,相应的特征函数为Uk(x)=

u|k|(x)

iτku|k|(x)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,k =± 1,± 2,…,± n,…, 且

{Uk}∞k=-∞ 加权s(x)辛正交.其 中 -τ2k、uk(x)

(k=±1,±2,…,±n,…)分 别 是 微 分 方 程

-s-1(x)ddx p(x)ddx
æ

è
ç

ö

ø
÷+λ2u(x)=0的 特 征 值

及其对应的特征函数.

引理2[1] 设Sturm-Liouville系

(p(t)x'(t))'+(λr(t)+q(t))x(t)=0;

 t∈I= [a,b]

U1(x)≡x(a)=0

U2(x)≡x(b)=0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

其相关变量满足以下条件:

p(t),p'(t),r(t),q(t)∈c(I);p(t)>0,

r(t)>0;C2 ≤r(t)F(t),M =max
t∈I

q(t)
r(t)
æ

è
ç

ö

ø
÷,m =

min
t∈I

q(t)
r(t)
æ

è
ç

ö

ø
÷;f(t)∈c(I),F(t)≥p(t),0<

f(t)≤p(t);C2 ≥r(t)f(t);t∈I
则Sturm-Liouville系的特征值满足不等式

(n+1)2π2

C2∫
b

a

dt
F(t)

æ

è
ç

ö

ø
÷

2+M >λn >
(n+1)2π2

C2∫
b

a

dt
f(t)

æ

è
ç

ö

ø
÷

2+m;

n=1,2,…

推论1 τn 与n 是同阶无穷大.

定理1 {Uk(x)}∞k=-∞ 在X×X 中一般意义

下不完备.

证明 在式(1)中令s(x)=1,p(x)=1,

M(x,t)=0,则易知该偏微分方程的特征函数系

为
sinkπx

ikπsinkπx

æ

è
çç

ö

ø
÷÷{ }

∞

k=-∞

,∀
f(x)

g(x)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷∈X×X,按其

特征函数系
sinkπx

ikπsinkπx

æ

è
çç

ö

ø
÷÷{ }

∞

k=-∞

的辛-Fourier展

开为
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f(x)

g(x)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

∑
∞

k=-∞
k≠0

(∫
1

0
f(x)sinkπxdx+ 1

ikπ∫
1

0
g(x)sinkπxdx)sinkπx

∑
∞

k=-∞
k≠0

(ikπ∫
1

0
f(x)sinkπxdx+∫

1

0
g(x)sinkπxdx)sinkπx

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

特别地,取f(x)=1,g(x)=0,则容易证明上

述g(x)的展开式的L2范数等于2,即当k→∞时

展开式在一般意义下发散. □

定理2[3] {Uk(x)}∞k=-∞ 在 X ×X 中具有

Cauchy主值意义下的完备性.

定理3[7] {Uk(x)}∞k=-∞ 在 X ×X 中具有

Abel平均意义下的完备性.

可以把上述结果推广到更一般的情况,即有

以下定理成立.

定理4 {Uk(x)}∞k=-∞ 中元素和θρ(k)满足

定义3的条件,则{Uk(x)}∞k=-∞ 在X×X 中具有θ

可和性意义下的完备性.

证明 类似于定理3的证明,先对偏微分方

程(1)的解进行展开,再利用θ可和性的特殊性质

证明收敛性.设偏微分方程(1)的解有如下表达

式:

V = ∑
∞

k=-∞
k≠0

Uk(x)Tk(t)=U(x)T(t) (3)

Uk(x)的 表 达 式 与 引 理1中 的 一 样.将V =

U(x)T(t)代入式(2)有

U(x)dT
(t)
dt =HU(x)T(t)+

0

s-1(x)M(x,t)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

由HUk(x)=λkUk(x),有HU(x)=U(x)M,其中

M 为由λk(k=±1,±2,…,±n,…)组成的对角

矩阵.从而

U(x)dT
(t)
dt =U(x)MT(t)+

0

s-1(x)M(x,t)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

即

U(x)dT
(t)
dt -MT(t)æ

è
ç

ö

ø
÷=

0

s-1(x)M(x,t)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

再将dT(t)
dt -MT(t)辛-Fourier展开,即令

U(x)G=
0

s-1(x)M(x,t)

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

其中展开系数G= (g1 g2 … g-1 g-2 …)T.

经计算可得

gk = 1
2iτk‖u|k|(x)‖2L2s∫

1

0
u|k|(x)M(x,t)dx

g-k = 1
2iτ-k‖u|k|(x)‖2L2s∫

1

0
u|k|(x)M(x,t)dx

通过求解dT(t)
dt -MT(t)=G 的单个方程,

得

Tk(t)=ckeiτkt+∫
t

0
eiτk(t-τ)gkdτ;k=±1,±2,…

将初等条件u(x,0)=f(x),ut(x,0)=g(x)代

入V(x,t)=U(x)T(t)有

V(x,0)=U(x)T(0)=
f(x)

g(x)

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

令

T(0)= (c1 c2 … c-1 c-2 …)T

与上述方法类似可得

ck = 1
2iτk‖u|k|(x)‖2L2s∫

1

0
UT

-k(x)
g(x)

-f(x)

æ

è

çç

ö

ø

÷÷dx

c-k = 1
2iτ-k‖u|k|(x)‖2L2s∫

1

0
UT

k(x)
g(x)

-f(x)

æ

è

çç

ö

ø

÷÷dx

将求出的ck、c-k 和Tk(t)=ckeiτkt+∫
t

0
eiτk(t-τ)gkdτ

代入式(3),左乘
θρ(k) 0

0 θρ(k)

æ

è

çç

ö

ø

÷÷,取极限并利用θ

可和性的定义可得
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lim
ρ→a

θρ(k)0

0 θρ(k)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷V=
∑
∞

k=1

1
‖u|k|(x)‖2L2s [1τk∫

t

0
Msdτ·u|k|(x)+1τk

Bsinτkt·u|k|(x)+Acosτkt·u|k|(x)]

∑
∞

k=1

1
‖u|k|(x)‖2L2s [∫

t

0
Mcdτ·u|k|(x)+Bcosτkt·u|k|(x)-τkAsinτkt·u|k|(x)]

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

其中

Ms=∫
1

0
u|k|(x)M(x,t)sinτk(t-τ)dx

Mc=∫
1

0
u|k|(x)M(x,t)cosτk(t-τ)dx

A =∫
1

0
u|k|(x)s(x)f(x)dx

B=∫
1

0
u|k|(x)s(x)g(x)dx

□

定理5  ∑
∞

k=-∞
k≠0

uk 是给定的级数,则∑
∞

k=-∞
k≠0

uk 既

在Abel平均意义下收敛又在Cauchy主值意义下

收敛的充分必要条件如下.

(1)∑
∞

k=-∞
k≠0

uk 可分解成如下形式:

uk =ak+bk

其中

ak =-a-k;k=±1,±2,…,±n,…

(2)∑
∞

k=-∞
k≠0

bk 收敛且∑
∞

k=-∞
k≠0

akr|k| 绝对收敛.

证明

必要性:由假设∑
∞

k=-∞
k≠0

uk 在Cauchy主值意义下

收敛,即∑
∞

k=-∞
k≠0

(uk +u-k)收敛,把uk 分解成uk =

ak+bk 的形式,其 中 ∑
∞

k=-∞
k≠0

bk 收 敛,则 ∑
∞

k=-∞
k≠0

ak 是

∑
∞

k=-∞
k≠0

uk 中不收敛的部分,否则归结到∑
∞

k=-∞
k≠0

bk 中,则

∑
∞

k=-∞
k≠0

(ak+a-k)收敛,若不然与∑
∞

k=-∞
k≠0

(uk+u-k)收敛

矛盾,从而ak =-a-k.再由∑
∞

k=-∞
k≠0

uk 在Abel意义下的

收敛知∑
∞

k=-∞
k≠0

akr|k| 收敛,从而∑
∞

k=-∞
k≠0

akr|k| 绝对收敛.

充分性:若∑
∞

k=-∞
k≠0

uk = ∑
∞

k=-∞
k≠0

(ak +bk),由ak =

-a-k 及由∑
∞

k=-∞
k≠0

bk 收敛知∑
∞

k=-∞
k≠0

(uk +u-k)收敛.即

∑
∞

k=-∞
k≠0

uk 在Cauchy主值意义下收敛,且∑
∞

k=-∞
k≠0

akr|k| =

∑
∞

k=-∞
k≠0

(ak+bk)r|k|,由∑
∞

k=-∞
k≠0

akr|k| 绝对收敛,ak =

-a-k 及∑
∞

k=-∞
k≠0

bk 收敛知∑
∞

k=-∞
k≠0

(ak+bk)r|k| 绝对收敛,

即∑
∞

k=-∞
k≠0

uk 在Abel平均意义下收敛. □

3 实 例

考虑如下偏微分方程:

∂2u(x,t)
∂t2 =∂

2u(x,t)
∂x2 +M(x,t)

u(0,t)=u(1,t)=0;t>0

u(x,0)=f(x),ut(x,0)=g(x);x∈ [0,1]

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

令σ=∂u∂t
,V=

u

σ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,在Abel收敛意义下经计算可

得

V=
∑
∞

k=1
{ [2∫

1

0
Acoskπt+2kπ∫

1

0
Bsinkπt]sinkπx+2kπ[∫

t

0
Msinkπ(t-τ)dτ]sinkπx}

∑
∞

k=1
{ [-2kπ∫

1

0
Asinkπt+2∫

1

0
Bcoskπt]sinkπx+2[∫

t

0
M*coskπ(t-τ)dτ]sinkπx}

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
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其中

A =f(x)sinkπxdx

B=g(x)sinkπxdx

M* =∫
1

0
M(x,τ)sinkπxdx

所求得的u(x,t)的表达式与传统的分离变量法

下的结果完全一样,这说明结果是正确的.

4 结 论

对一类可用分离变量法求解的偏微分方程引

入Hamilton系统后,发现了基底函数组的辛正

交系分别在 Abel平均与Cauchy主值意义下具

有完备性.并且可将上述结论推广到更一般情形.

最后还得到了给定级数在 Abel平均与Cauchy

主值意义下同时收敛的充分与必要条件.实例表

明本文的结论是正确的.
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SummabilityofmethodforseparationofvariablesonHamiltonsystem

Sumuya*1,2, Alatancang2, GUO Chong-hui1

(1.InstituteofSystemsEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.SchoolofMathematicalSciences,InnerMongoliaUniversity,Hohhot010021,China)

Abstract:Forthecompletenessoftheeigenvectorsofnon-self-adjointoperator,thereisn'taunified
solvingapproachuntilnow.Toresearchintothetopic,first,Hamiltonsystemtoaclassofpartial

differentialequations whichcanbesolvedbytraditional methodofseparationofvariablesis

introduced.Then,thecompletenessandsummabilityoftheeigenvectorsinAbelmeans,Cauchy

principalvalueareprovedandtheconclusionsofAbelmeanstoθsummabilityareextended.

Especially,asufficientandnecessaryconditionofthegivenseriesisobtainedunderwhichboththe

AbelmeansandtheCauchyprincipalvalueconverge.Finally,anexampleisgiventoillustratethe

correctnessoftheanalyticalresults.

Keywords:Hamiltonsystem;methodofseparationofvariables;summability

351 第1期 苏木亚等:Hamilton体系下分离变量法可和性


