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Fibonacci数列推广
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摘要:Fibonacci数列是从兔子繁殖问题引出的经典数列,从兔子繁殖角度出发,将经典

Fibonacci数列进行多种形式的推广,总结出一般形式.利用k维空间上的变换方法,将代数

学与几何学相结合,求出广义k阶Fibonacci数列的通项公式.结果表明,该通项公式可用数

列的特征方程的解来表示.
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0 引 言

Fibonacci数列是一个经典的组合数列,有各

种各样的组合解释,它的代表问题是意大利著名

数学家Fibonacci于1202年提出的兔子繁殖问

题,这个问题一提出就引起了后世源源不断的兴

趣,对它的研究一直没有间断,如今仍充满着现代

活 力.例 如,吴 振 奎[1] 与 Zhang[2] 总 结 了

Fibonacci数列的各种性质,Benjamin等[3]综述了

与Fibonacci数相关的118个恒等式.本文将从兔

子繁殖问题出发对Fibonacci数列进行推广,总结出

一般形式,并用一种几何方法求出它的通项公式.

1 Fibonacci数列的推广

下面从多个角度对Fibonacci数列进行推广,
均假设兔子不死亡.

(1)有雌雄一对兔子,两个月后每月可繁殖

雌雄各一的k对兔子,新生的每对兔子从第2个

月起每月繁殖k对兔子,则问题转化为

Fn =Fn-1+kFn-2; n≥3
F1 =F2 =1{ (1)

其中Fn 表示第n 个月兔子的个数.
当k=1时,即经典的Fibonacci数列.当k=2,

3,4,5时,Levine[4]对此做了深入的研究,分别称为

Beta-nacci、Gamma-nacci、Delta-nacci、Epsi-nacci数列.

(2)若k个月后每月繁殖雌雄各一的一对兔

子,新生的每对兔子从第k个月起每月繁殖一对

兔子,则问题转化为

Fn =Fn-1+Fn-k; n≥k+1
F1 =F2 = … =Fk =1{ (2)

Bicknell-Johnson等[5] 称其为广义Fibonacci数

列.
(3)两个月后每月均比上个月多繁殖一对兔

子,新生的每对兔子从第二个月起每月均比上个

月多繁殖一对兔子,到第k+1个月则不再增加,
则问题转化为

Fn =Fn-1+Fn-2+…+Fn-k; n≥k+1
F1 =F2 =1,F3 =2,

Fi =∑
i-1

j=1
Fj; i=4,5,…,k

ì

î

í

ï
ïï

ï
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(3)
此数列被称为k阶Fibonacci数列.

(4)综上,可以提炼出一个更一般的递推关

系,即

F(k)
n =a1F(k)

n-1+a2F(k)
n-2+…+akF(k)

n-k;k≥2
(4)

其中初值可设为F(k)
0 =F(k)

-1 = … =F(k)
-(k-2)=0,

F(k)
1 =1;a1,a2,…,ak 为常数,使得数列的特征方

程xk-a1xk-1-…-ak-1x-ak =0有k个不同

的根.此数列称为广义k阶Fibonacci数列.



2 推广形式的Fibonacci数列通项

公式的求解

下面主要讨论第4种推广形式,即广义k阶

Fibonacci数列通项公式的求解.这是属于高阶线

性常系数递归关系式的求解问题,已有很多研究

成果.下面使用k维空间上的几何方法来求解.
定理1 对于广义k阶Fibonacci数列(4),

其通项公式为

 F(k)
n = αn+k-2

1

(α1-α2)(α1-α3)…(α1-αk)+

αn+k-2
2

(α2-α1)(α2-α3)…(α2-αk)+
…+

αn+k-2
k

(αk-α1)(αk-α2)…(αk-αk-1)
(5)

其中α1,α2,…,αk 为特征方程xk -a1xk-1-…-
ak-1x-ak =0的互不相同的根.

证明 设b1,b2,…,bk 为任意实数,考虑k维

空间Rk 上的变换

 ϕ:b1i1+b2i2+…+bkik →b2i1+b3i2+…+
bkik-1+(akb1+ak-1b2+…+a1bk)ik

其中i1,i2,…,ik 为k维空间的一组标准正交基.
易见对任意Z1,Z2 ∈Rk 及s∈R有

ϕ(Z1+Z2)=ϕ(Z1)+ϕ(Z2),ϕ(sZ1)=sϕ(Z1)
对广义k阶Fibonacci数列{F(k)

n ,n=1,2,…}构

成的k维向量:
F(k)

n-k+1i1+F(k)
n-k+2i2+…+F(k)

n-1ik-1+F(k)
nik

有

 F(k)
n-k+1i1+F(k)

n-k+2i2+…+F(k)
nik =

ϕ(F
(k)
n-ki1+F(k)

n-k+1i2+…+F(k)
n-1ik)= … =

ϕn-1(F(k)
2-ki1+F(k)

3-ki2+…+F(k)
0ik-1+F(k)

1ik)=
ϕn-1(ik)

下面设方程xk-a1xk-1-…-ak-1x-ak =
0的互不相同的根分别为α1,α2,…,αk,则对于k
维向量β1 =i1+α1i2+α21i3+…+αk-1

1 ik,有

ϕ(i1+α1i2+…+αk-1
1 ik)=

α1i1+α21i2+…+αk-1
1 ik-1+(ak+ak-1α1+

ak-2α21+…+a1αk-1
1 )ik =

α1i1+α21i2+…+αk
1ik =α1(i1+α1i2+…+αk-1

1 ik)
即

ϕ(β1)=α1β1
同理对于向量

β2=i1+α2i2+α22i3+…+αk-1
2 ik,有ϕ(β2)=α2β2

︙

βk=i1+αki2+α2ki3+…+αk-1
k ik,有ϕ(βk)=αkβk

下面用β1,β2,…,βk 表示ik.设β1y1+β2y2+

…+βkyk =ik,则有方程组

y1+y2+…+yk =0
α1y1+α2y2+…+αkyk =0

︙
αk-2
1 y1+αk-2

2 y2+…+αk-2
k yk =0

αk-1
1 y1+αk-1

2 y2+…+αk-1
k yk =1

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

即Ay=b,其中

A=

1 1 … 1 1
α1 α2 … αk-1 αk

α21 α22 … α2k-1 α2k
︙ ︙ ︙ ︙

αk-1
1 αk-1

2 … αk-1
k-1 αk-1

k

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

y= (y1 y2 … yk)T

b= (0 0 … 1)T

由范德蒙德行列式知 |A|= ∏
1≤i≤j≤k

(αj -

αi).由于α1,α2,…,αk 互不相等,|A|≠0,此方程

有唯一解.
由Crammer法则可知

y1 =|A1|
|A|

,…,yr =|Ar|
|A|

,…,yn =|An|
|A|

其中

 A1 =

0 1 1 … 1
0 α2 α3 … αk

︙ ︙ ︙ ︙
0 αk-2

2 αk-2
3 … αk-2

k

1 αk-1
2 αk-1

3 … αk-1
k

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
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︙

Ar =

1 … 1 0 … 1
α1 … αr-1 0 … αk

︙ ︙ ︙ ︙
αk-2
1 … αk-2

r-1 0 … αk-2
k

αk-1
1 … αk-1

r-1 1 … αk-1
k

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
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︙

Ak =

1 1 … 1 0
α1 α2 … αk-1 0
︙ ︙ ︙ ︙

αk-2
1 αk-2

2 … αk-2
k-1 0

αk-1
1 αk-1

2 … αk-1
k-1 1

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
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经计算有

|A1|= (-1)k+1 ∏
2≤i≤j≤k

(αj-αi)

︙

|Ar|= (-1)k+r ∏
1≤i≤j≤k,i,j≠r

(αj-αi)

︙

|Ak|= (-1)2k ∏
1≤i≤j≤k-1

(αj-αi)
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所以

y1 =
(-1)k+1 ∏

2≤i≤j≤k

(αj-αi)

∏
1≤i≤j≤k

(αj-αi)
=

(-1)k+1

∏
k

i=2

(αi-α1)
=

1/(α1-α2)(α1-α3)…(α1-αk)
︙

yr =
(-1)k+r ∏

1≤i≤j≤k,i,j≠r

(αj-αi)

∏
1≤i≤j≤k

(αj-αi)
=

1/[(αr-α1)(αr-α2)…(αr-αr-1)×
(αr-αr+1)…(αr-αk)]

︙

yk =1/(αk-α1)(αk-α2)…(αk-αk-1)
从而

 F(k)
n-k+1i1+F(k)

n-k+2i2+…+F(k)
nik =

ϕn-1(ik)=ϕn-1(y1β1+y2β2+…+ykβk)=
y1ϕn-1(β1)+y2ϕn-1(β2)+…+ykϕn-1(βk)=
y1αn-1

1 β1+y2αn-1
2 β2+…+ykαn-1

k βk =
y1αn-1

1 (i1+α1i2+…+αk-1
1 ik)+y2αn-1

2 (i1+
α2i2+…+αk-1

2 ik)+…+
ykαn-1

k (i1+αki2+…+αk-1
k ik)

比较两端ik 前的系数可得

F(k)
n =y1αn-1

1 αk-1
1 +y2αn-1

2 αk-1
2 +…+ykαn-1

k αk-1
k =

αn+k-2
1

(α1-α2)(α1-α3)…(α1-αk)+

αn+k-2
2

(α2-α1)(α2-α3)…(α2-αk)+
…+

αn+k-2
k

(αk-α1)(αk-α2)…(αk-αk-1)
证毕.

推论1 对于推广的问题(1),数列(1)的通

项公式为

Fn = 1
1+4k

(1+ 1+4k
2

)n -

1
1+4k

(1- 1+4k
2

)n

推论2 对于推广的问题(2),广义Fibonacci
数列(2)的通项公式为式(5),其中α1,α2,…,αk 为

特征方程xk-xk-1-1=0的互不相同的根.
推论3 对于推广的问题(3),k阶Fibonacci

数列(3)的通项公式为式(5),其中α1,α2,…,αk 为

特征方程xk-xk-1-…-x-1=0的互不相同

的根.

3 结 语

本文对 Fibonacci数列进行多种形式的推

广,并总结出一般形式,利用k维空间上的变换关

系,求出通项公式,该通项公式可用数列的特征方

程的解来表示.此方法使复杂问题的求解简单化,
其他关于数列问题的研究均可用到此方法.
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GeneralizationofFibonaccisequence
DENG Yu-ping, TAN Yu*

(SchoolofMathematicalSciences,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Fibonaccisequenceisaclassicalsequencegeneratedfromthequestionoftherabbits'
propagation.Fromtheviewpointoftherabbits'propagation,theclassicalFibonaccisequenceis
generalizedinmanyformsandsomegeneralformsareobtained.Combininginterrelatedknowledgeof
algebraandgeometrybythetransformationonk-dimensionalspace,theformulaofgeneraltermfor
thegeneralizedk-stepFibonaccisequenceisobtained.Theresultsshowthatthegeneraltermformula
canbeexpressedbythesolutionsofthecharacteristicequationofthesequence.

Keywords:Fibonaccisequence;generalization;generaltermformula;characteristicfunction
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