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摘要:结构可靠性指标计算是结构可靠度理论重要内容之一.在极限状态曲面非线性程度

较高时,一次二阶矩算法经常不能收敛.为此提出了一种求解结构可靠性指标的旋转梯度算

法.该算法以 HL-RF算法为基础,迭代方向由迭代点处的负梯度方向与上一步迭代方向的

线性组合确定.数值算例结果表明,该算法迭代格式简单,具有较强的适应性,即使极限状态

曲面非线性程度很高,也能保证算法的收敛与稳定.
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0 引 言

结构可靠度的计算方法是可靠度理论中的一

个重要内容,它涉及到结构可靠度理论在工程实

际中的应用,以及结构的安全性和可靠性的正确

评价.目前,在结构失效概率的计算中各种近似数

值算法已经代替了求解随机变量联合概率密度多

重 积 分 的 解 析 算 法,其 中, Hasofer-Lind
Rackwitz-Fiessler(HL-RF)算法[1]是基于一次二

阶矩理论求解可靠性指标的常用方法.但是由于

一次二阶矩方法并没有考虑极限状态曲面的凹凸

性,当极限状态方程的非线性程度较高时,会出现

极限状态曲面与迭代方向没有交点而使迭代过程

经常不收敛的现象[2].
鉴于此,一些学者开始提出用修正方法来解

决迭代求解不收敛的问题.贡金鑫[3]提出了有限

步长迭代算法,该方法计算简单,在一定程度上克

服了一次二阶矩验算点方法的缺点.但其收敛与

否和步长的选取有关,当极限曲面的曲率很小,而
步长远大于极限曲面的曲率半径时,该方法不收

敛,且步长的选择需要靠试算,这给工程计算带来

了很大的不便.文献[4~7]给出了不同的改进算

法与公式,但在解决非线性程度较高时的不收敛

问题上,各方法都有其局限性,改进效果并不明

显.亢战等[8]针对极限状态方程非线性情况较高

时可能存在不收敛的问题,提出一个检测严重迂

回振荡的判据,在一定程度上解决了迭代不收敛

的问题,但也涉及到步长的选取或预先指定参数

值,并不具有广泛的适用性.
此外,文献[9~12]采用高次高阶矩方法来解

决可靠性指标计算的收敛与精度问题.这类方法

虽然能够提高一定的计算精度,但计算步骤较为

繁琐,计算成本也大幅度提高.
本文基于可靠性指标的几何原理,提出一种

更加有效的旋转梯度迭代算法,并对其有效性和

可行性进行验证.

1 结构可靠性指标及其数学模型

设结构极限功能函数为

Z=G(x)=G(x1,x2,…,xn) (1)
式中:xi(i=1,2,…,n)为结构的基本随机变量.

对于相互独立的正态分布随机向量x,将其

转换成标准随机向量形式,得到标准正态分布向

量y= (y1 y2 … yn)T,即

yi = (xi-μi)/σi;i=1,2,…,n (2)
其中μi和σi分别为第i个随机变量xi的均值和标

准差.
相应地,结构功能函数可以转换到标准正态

空间中,即可表示为



Z=G(x)=G(T-1(y-B))=g(y) (3)
式中:y= (y1 y2 … yn)T,其中yi 为相互独

立的标准正态变量,y=Tx+B,T为转换矩阵,B
为常数向量,T和B 皆可由式(2)推导得到.

根据结构可靠性指标β的几何含义,可靠性

指标的获得就是在标准正态空间中,在功能函数

面g(y)=0上寻找一点y,使其与坐标原点的距

离最短.由此,可以得到可靠性指标计算的优化模

型:

β=min yTy
s.t. g(y)=0

(4)

于是,可靠性指标β的计算转化为求这个最

短距离 的 问 题,求 解 这 一 优 化 问 题 的 方 法 很

多[13~15],相比较其他的优化方法,HL-RF算法具

有存储量小、迭代次数少等优点.一般情况下,这
种方法能保证可靠性指标计算的收敛,但如前文

所述,有必要提出更有效的算法,以适用于具有高

非线性功能函数的可靠性指标问题的求解.

2 可靠性指标的旋转梯度算法

由于Rosenblatt变换[16]可将非正态变量变

换为标准正态随机变量,可假定所有的结构随机

变量均服从标准正态分布.对于式(4)条件极值问

题本文提出如下算法.
设y(k)是在标准正态空间中第k次迭代得到

的点,令k+1次迭代点y(k+1)到原点距离为β
(k+1),

选取迭代方向为s(k+1),则有

y(k+1)=β
(k+1)s(k+1) (5)

在HL-RF算法中,迭代方向s(k+1)是选取极

限状态曲面上点y(k)处的负梯度方向,即

s(k+1)=- g(y(k))
在无约束优化方法中,负梯度方向是使函数

值下降最快的方向,假设函数用f(x)表示,那么

新迭代点迭代方向满足 Tf(x(k+1)) f(x(k))=
0,即迭代点的相邻两次移动方向彼此正交,对于

有约束的情况,则要求每次迭代点都要在可行域

内.在可靠性指标计算中,可靠性指标迭代的约束

是要满足迭代点在曲面上.在图1中,m1、m2 方向

分别是迭代点y(k)、y(k+1)处的负梯度方向,m1 ∥
m'1,m2 ∥m'2.从图中可以看出,由于选择负梯度

方向m2 作为下一次迭代方向,使得 ∠m'2Om'1 过

大,导致直线m'2 与曲面g(y)=0没有交点.即使

能够找到直线与极限状态曲面的交点,也可能因

步长选择不当致使迭代出现两边摆动,不能收敛

到真正的收敛点.

图1 可靠性指标迭代过程不收敛示意图

Fig.1 Schematicdiagramofdivergenceiteration

processforreliabilityindex

本文构造了新的迭代方向,定义为旋转梯度

方向,即将y(k)点处的负梯度方向旋转一个角度

φ,φ的大小由- g(y(k))和s(k)的线性组合确定,
如图2所示.从图中可以看出,新构造的迭代方向

s(k+1)介于上一次迭代方向s(k)和负梯度的迭代方

向- g(y(k))之间,新的迭代方向通过调节旋转

系数μk 来调整,μk 的取值主要考虑了相邻两迭代

点处增长率的相对大小.μk 越大,调节的角度φ越

大,也即减少了点y(k)到点y(k+1)的绝对步长.调
整后的迭代点不易形成振荡,从而保证收敛.

图2 可靠性指标迭代过程示意图

Fig.2 Schematic diagram ofiteration

processforreliabilityindex

据此,旋转梯度方向s(k+1)可由下式表示:

s(k+1)=- g(y(k))+μks(k) (6)
其中μk 为旋转系数,且

μk = ‖ g(y(k))‖2
‖ g(y(k-1))‖2

(7)

从式(6)可知,每步搜索方向是对HL-RF算

法中选 取 的 负 梯 度 方 向 进 行 了 修 正,若 系 数
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μk =0,本文算法与HL-RF算法是一致的.
确定迭代方向后,为求得结构可靠性指标,需

采用迭代法.为避免一维搜索,简化迭代过程,现
将极限状态方程g(y)=0在y(k)点处作泰勒级数

展开,并保留一次项得

g(y(k))+ Tg(y(k))(y(k+1)-y(k))=0 (8)

将式(5)代入到式(8)中,即可得到可靠性指标的

显式表达式

β
(k+1)=

Tg(y(k))y(k)-g(y(k))
Tg(y(k))s(k+1)

(9)

将式(9)代入式(5),即得到如下迭代计算公

式:

y(k+1)=
Tg(y(k))y(k)-g(y(k))

Tg(y(k))s(k+1) s(k+1)

综合上面公式,本文算法的迭代步骤如下:
(1)通过变换,将随机向量x变换为标准化正

态随机向量y.
(2)选取初始点y(0)为原点,搜索方向s(0)选取

初始点y(0)处的负梯度方向,由式(5)计算y(1).
(3)由式(6)计算迭代方向s(k+1),旋转系数由

式(7)计算.
(4)由式(9)计算β

(k+1).
(5)由式(5)计算y(k+1).
(6)若 ‖y(k+1)-y(k)‖ <ε,ε为规定的允许

误差,则停止迭代;否则返回步骤(3).
需要指出的是,由于以上算法重新定义了验

算点搜索的迭代方向,有时会增加迭代步数,但迭

代最终能保证收敛,而且不需要试算或人为地设

定参数值,因此,从总体上提高了计算的效率和可

操作性.

3 数值算例

为校验本文算法的收敛性和稳定性,下面选

取几种不同形式的极限状态函数进行可靠性指标

的迭代计算.选取允许误差ε=0.001.
例1 某悬臂梁结构功能函数[14]为g(x)=

x1x2-2000x3,其中随机变量x1、x2 服从正态分

布,随机变量x3 服从对数正态分布.变量的均值

和 标 准 方 差 (μ,σ)分 别 为 (0.32,0.032)、
(1400000,70000)、(100,40).表1列出了各种

计算方法的结果,数值结果表明了本文迭代算法

的正确性和有效性.

表1 结果比较

Tab.1 Comparisonofresults

本文算法 文献[15] 文献[14]

β 迭代次数 β 迭代次数 β 迭代次数

2.191 5 2.191 4 2.191 6

例2 已知功能函数[17]取为

g(x)=x31+x21x2+x32-18
其中x1、x2 统计特征如表2所示.

表2 随机变量统计特征

Tab.2 Statisticsofrandomvariables

随机变量 分布类型 均值 标准差

x1 正态分布 10.0 5
x2 正态分布 9.9 5

本算例极限状态方程为三次多项式,极限状

态曲线在验算点附近曲率比较大,而且它的外法

向沿曲线改变较为剧烈.图3(a)为经典 HL-RF
算法的迭代过程,算法不收敛.图3(b)为本文方

法迭代过程,收敛结果为β=2.2983,验算点坐标

为(1.6855,1.9680).表3列出了两种算法的前

16步迭代过程结果.从表中数据对比可以看出,
本文算法具有较快的收敛速度.

(a)HL-RF算法

(b)本文算法

图3 迭代过程比较

Fig.3 Comparisonofiterationhistory
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表3 迭代点比较

Tab.3 Comparisonofiterationpoints

迭代步
本文方法 HL-RF方法

x1 x2 x1 x2

1 6.3665 7.0251 6.3665 7.0251
2 4.1605 4.8727 4.2552 4.7666
3 2.8688 3.3524 2.8363 3.3870
4 2.0913 2.4769 2.2534 2.3118

5 1.7750 2.0489 1.2508 2.6994
6 1.6686 1.9937 5.3410 0.3656
7 1.7054 1.9479 1.5258 7.1606
8 1.6762 1.9781 8.8089 3.4501
9 1.6875 1.9659 3.9081 7.5488

10 1.6855 1.9680 6.1815 3.1163
11 2.2897 6.5098
12 7.4348 2.4433
13 2.9723 7.3558
14 7.1268 2.8978

15 2.8228 7.0843
16 7.1096 2.7292
︙ ︙ ︙

例3 某结构指数形式的极限状态函数为[3]

g(x)=(1/P)ln{exp[P(1+x1-x2)]+
exp[P(5-5x1-x2)]}

其中x1、x2均为服从标准正态分布的随机变量.P
为一参数,P分别取1和10时极限状态曲线如图4
所示.

图4 P=1和P=10时极限状态曲线

Fig.4 LimitedstatecurvesforP=1andP=10

由图可见,在此两种情况下极限状态方程呈

高度非线性.本例用 HL-RF算法求解不收敛.本
算法得到与文献[3]一致的结果,如表4所示.

当结构极限状态方程非线性程度不同时,文
献[3]需要给参数λ设定不同的数值,而本文方法

对于不同的非线性程度,均能给出较好的计算结

果,见表5.

表4 可靠度指标值

Tab.4 Reliabilityindex

P
可靠度

HL-RF算法 文献[3] 本文算法

1 - 2.2995
(λ=0.1) 2.2995

10 - 1.8455
(λ=0.02) 1.8455

表5 参数P 取不同值时的计算结果

Tab.5 ComputationalresultsfordifferentparameterP

P x1 x2 β 收敛迭代步

0.1 2.6254 6.3161 6.8400 7
0.5 1.0607 2.5956 2.8040 10
0.8 0.9133 2.2471 2.4256 15
1.0 0.8641 2.1310 2.2995 17

3.0 0.7328 1.8213 1.9632 40
5.0 0.7061 1.7596 1.8959 59
8.0 0.6918 1.7245 1.8581 87
10.0 0.6862 1.7132 1.8455 112
15.0 0.6795 1.6977 1.8287 157

4 结 论

极限状态方程的非线性程度较高时,可靠性

指标计算常常不收敛.本文提出了旋转梯度可靠

性指标算法,通过迭代点处最大增长率的大小来

控制迭代方向.数值算例结果表明,该算法能保证

迭代的收敛性,而且具有较好的计算精度,由于不

需要试算或人为设定参数值,更适用于复杂结构

可靠度的分析.

参考文献:

[1]HASOFERA M,LIND NC.Exactandinvariant

second momentcodeformat [J].Journalofthe

Engineering Mechanics Division, ASCE, 1974,

100(EM1):111-121

[2]贡金鑫.工程结构可靠度计算方法[M].大连:大连

理工大学出版社,2003

[3]贡金鑫.结构可靠性指标求解的一种新的迭代方法

[J].计算结构力学及其应用,1995,12(3):369-373

[4]吴 狄,关 鼎.一种结构可靠性指标的搜索方法

[J].计算力学学报,2005,22(6):788-791

[5]蒋友宝,冯 健,孟少平.求解结构可靠性指标的线

性可行方向算法[J].东南大学学报(自然科学版),

2006,36(2):312-315

422 大 连 理 工 大 学 学 报 第51卷 



[6]李 刚,程耿东.基于性能的结构抗震设计———理

论、方法与应用[M].北京:科学出版社,2004

[7]LEEJae-ohk,YANGYoung-soon,RUY Won-sun.

Acomparativestudyonreliability-indexandtarget-

performance-based probabilistic structural design

optimization[J].ComputersandStructures,2002,

80(3-4):257-269

[8]亢 战,罗阳军.计算结构可靠度指标的修正迭代算

法[J].工程力学,2008,25(11):20-26

[9]ZHAOYan-gang,ONO T.Moment methodsfor

structuralreliability [J].StructuralSafety,2001,

23(1):47-75

[10]李云贵,赵国藩.结构可靠度的四阶矩分析法[J].

大连理工大学学报,1992,32(4):455-459

(LIYun-gui,ZHAOGuo-fan.Reliabilityanalysisof

structuresbasedonmaximumentropytheory[J].

JournalofDalianUniversityofTechnology,1992,

32(4):455-459)

[11]TVEDTL.Thedistributionofquadraticformsin

normalspace-applicationtostructuralreliability[J].

JournalofEngineering Mechanics,1990,116(6):

1183-1197

[12]DER KIUREGHIAN A, LIN Hong-zong,

HWANG Shyh-jiann. Second-order reliability

approximation [J]. Journal of Engineering

Mechanics,1984,113(8):1208-1225

[13]张子明.用Lagrange乘子法求解结构可靠性指标

[J].工程力学,1994,11(1):90-98

[14]SANTOSH T V,SARAF R K,GHOSH A K,

etal. Optimum step length selection rule in

modified HL-RF methodforstructuralreliability
[J].InternationalJournalofPressureVesselsand

Piping,2006,83(10):742-748

[15]LIUPei-ling,DERKIUREGHIANA.Optimization

algorithmsforstructuralreliability[J].Structural

Safety,1991,9(3):161-177

[16]ROSENBLATT M.Remarks on a multivariate

transformation [J].The Annalsof Mathematical

Statistics,1952,23(3):470-472

[17]KAYMAZIM C A.Aresponsesurfacemethod

based on weighted regression for structural

reliabilityanalysis [J].Probabilistic Engineering

Mechanics,2005,20(1):11-17

Rotationgradientalgorithmforcalculatingstructuralreliabilityindex

YANG Jie*, ZHAO De-you

(DepartmentofNavalArchitecture,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Computationofthestructuralreliabilityindexisoneoftheimportantfactorsinstructural
reliabilitytheory.First-ordersecond-momentalgorithmoftenbehavesdiscretelywhenthelimitstate

surfaceishighlynonlinear.Sorotationgradientalgorithmispresentedforcomputingthestructural

reliability.Themethodisbasedon Hasofer-LindRackwitz-Fiessler (HL-RF)algorithm,whose

directionvectorisdeterminedbythelinearcombinationofthenegativegradientdirectionandformer

iterationdirectionvector.Thenumericalresultsshowthattherotationgradientalgorithmpossesses

theadvantagesofsimplifiediterationformatandhighconvergencerobust.Thealgorithmcanensure

convergenceandstabilityeventhelimitstatesurfaceishighlynonlinear.

Keywords:reliabilityindex;first-ordersecond-moment;rotationgradient;convergence
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