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连续时滞对微生物连续培养过程振荡行为影响
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摘要:以微生物歧化方法生产1,3-丙二醇的连续发酵为背景,考虑乙酸和乙醇对微生物生

长的抑制作用,在细胞比生长速率中引入弱核连续时滞,提出了一个五维连续时滞动力系

统.将平均时滞的倒数看作参数,研究了平均时滞对系统正平衡点局部稳定性的影响.运用

Hopf分支的代数判据,给出了存在 Hopf分支的操作参数区域,并数值模拟了分支的周期

解及相图.最后讨论了系统的过渡行为.
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0 引 言

1,3-丙二醇是一种重要的化工原料,有着广

阔的应用前景.微生物连续发酵生产1,3-丙二醇

具有成本低、产出高、易操作等特点,引起了人们

的普遍关注.但在实验中发现连续培养过程中存

在多稳态和振荡现象[1],为了进一步理解、优化和

控制培养过程,有必要对振荡机理进行更深入的

研究.文献[2]用过量动力学模型描述了甘油生物

歧化的连续培养过程,讨论了实验中出现的多稳

态现象,但是没发现振荡.考虑到细胞通过细胞壁

或细胞膜摄取底物并分泌产物的过程并不是实时

的,所以系统状态的变化不仅和t时刻的底物与

产物浓度有关,而且也与t时刻以前整个历史时

间段的底物与产物浓度有关,因此本文在文献[2]

的模型基础上引入弱核连续时滞,将细胞比生长

速率看作是过去一段时间比生长速率的加权,提

出一个五维连续时滞动力系统.以弱核函数中的

α作为分支参数,不仅可得到Hopf分支存在的操

作参数区域,而且能利用泛函微分方程的数值方

法[3]绘制周期解及相图.

1 五维连续时滞动力系统

为模拟微生物通过细胞质膜摄取底物和分泌

产物的传递过程,在文献[2]给出的模型中引入弱

核时滞,改进后的量纲一模型如下:

ẋ1(t)=x1 (∫
t

-∞
u(s)f(t-s)ds-d)

ẋ2(t)=d(y0-x2)-x1(t)φ1 (β1+

γ1∫
t

-∞
u(s)f(t-s)ds+ x2

x2+α1 )

ẋ3(t)=x1φ2 (β2+γ2∫
t

-∞
u(s)f(t-s)ds+

x2
x2+α2 ) -dx3

ẋ4(t)=x1φ3 (β3+γ3∫
t

-∞
u(s)f(t-s)ds+

x2
x2+α3 ) -dx4

ẋ5(t)=x1φ4 (β4+γ1∫
t
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u(s)f(t-s)ds+

x2
x2+α1 ) ( b11

c11+dx2
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(1)
式中



u= x2
x2+α4∏

5

i=2

(1-xi)

xi(i=1,2,…,5)表示量纲一的微生物、底物甘

油和产物1,3-丙二醇、乙酸、乙醇在t时刻的浓

度;d、y0 分别表示量纲一的稀释速率与进料浓

度;u表示量纲一的细胞比生长速率,其他参数见

表1.

表1 参数值

Tab.1 Valuesofparameters

αi βi γi φi bi1 ci1

i=1 0.00560  0.0700 2.6161 0.2286 0.00002 0.000044
i=2 0.00760 -0.0947 2.0868 0.3850 0.00330 0.036900
i=3 0.04200 -0.2685 4.1271 0.0729 - -
i=4 0.00014 0.0700 - 1.2917 - -

弱核函数f(s)=αe-αs(α>0)的平均时滞

τ=1/α.令x6(t)=∫
t

-∞
u(s)f(t-s)ds,则ẋ6(t)

=α(u(t)-x6(t)),于是可将动力系统(1)简化成

含ẋi、xi(i=1,2,…,6)的方程组.

2 正平衡点的稳定性及 Hopf分支

2.1 时滞对正平衡点稳定性的影响

对于给定的操作参数d和y0,当简化后的系

统(1)处于平衡状态时,微生物、底物与产物的正

平衡点与无时滞动力系统的正平衡点是相同的.
数值结果表明,对于不同的稀释速率d,稳态微生

物浓度随进料浓度y0 的变化规律是相同的.图1
给出了稀释速率d=0.2时简化后的系统(1)的

稳态微生物浓度随进料浓度y0 的变化曲线.

图1 稳态微生物浓度x1 随甘油进料浓度

y0 的变化曲线

Fig.1 Thechangeofsteadybiomassconcentration
x1withglycerolfeedconcentrationy0

由图可见,当0<y0 <0.555或0.570<
y0 <0.800时,系统只有1个正平衡点;当0.555
<y0<0.570时,系统有3个正平衡点;当0.800

<y0<0.909时,系统有2个正平衡点.由线性近

似判定可知:简化后的系统(1)在AC 和DG 段上

的正平衡点是局部稳定的,而CD 和GH 段上的

正平衡点是不稳定的.
下面以α为分支参数分析它对系统的正平衡

点稳定性的影响.简化后的系统(1)在正平衡点

x* =(x*
1  x*

2  x*
3  x*

4  x*
5  x*

6 )T 处的雅可

比矩阵M = (aij),i,j=1,2,…,6,其中aij 可由

d、y0 以及正平衡点x* 计算得出.简化后的系统

(1)在正平衡点x* 处的特征方程为

λ6+a1(α)λ5+a2(α)λ4+a3(α)λ3+
a4(α)λ2+a5(α)λ+a6(α)=0 (2)

其中ai(α)由aij(i,j=1,2,…,6)计算得出,并且

线性依赖于α.高次方程(2)的根连续依赖于α,若
α的变化影响正平衡点的稳定性,则必然存在

α0 >0使得方程(2)的某个特征根λ(α0)的实部等

于零,这时必然有下面两种情况之一成立:
(1)λ(α0)=0,即a6(α0)=0;
(2)λ(α0)=±iω0(ω0 >0),即
ω60-a2(α0)ω40+a4(α0)ω20-a6(α0)=0
a1(α0)ω40-a3(α0)ω20+a5(α0)=0{ (3)

其中

 ω20 = [a3(α0)a5(α0)-a1(α0)a2(α0)a5(α0)+
a21(α0)a6(α0)]/[a23(α0)-a1(α0)a5(α0)-
a1(α0)a2(α0)a3(α0)+a21(α0)a4(α0)](4)

把式(4)代入式(3)的第二式,可得到关于α0
的七次方程:

p1α70+p2α60+p3α50+p4α40+p5α30+
p6α20+p7α0+p8 =0 (5)

求解高次多项式方程(5),可得到临界值α0 的数

值解.
由计算得知,图1中在AC、CD、DG 和GH 段

上没有满足a6(α0)=0的α0存在(C、D、G三点除

外),AC、CD 和GH 段上也没有满足方程(3)的α0
存在,因此这3段上的正平衡点的稳定性不会随

着α的变化而变化;但是在IJ 段上,存在满足方

程(3)的α0,当α>α0 时,正平衡点是稳定的;当
α<α0 时,正平衡点是不稳定的.

由上面的讨论可知,连续时滞的引入不会影

响IJ段以外的正平衡点的稳定性,因此对 Hopf
分支的判定只需在图1的IJ段上讨论即可.
2.2 Hopf分支的判定

根据Hopf分支的代数判据[4],如果α=α0
时满足

(1)α0 处的Hurwitz行列式:
 Δ1 =a1 >0,Δ2 =a1a2-a3 >0,
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 Δ3 =a1a2a3-a21a4-a23+a1a5 >0,
 Δ4 =a1(a2a3a4-a22a5-a1a24+a1a2a6+a4a5-

a3a6)-a23a4+a2a3a5+a1a4a5-a25>0,
 Δ5 =a1a6(-a2a23+a1a2a5+a1a3a4-a21a6)+

a1a5(a2a3a4-a22a5-a1a24+a1a2a6+
a4a5-a3a6)+a6(a33-2a1a3a5)-
a5(a23a4-a2a3a5-a1a4a5+a25)>0,

 Δ6 =a6 =kα0 >0;
(2)ω20UZ≠VW,其中ω20=Δ3a6/Δ4,且U=

6ω40-4a2ω20+2a4,V =-a'2ω40+a'4ω20-a'6,W =
5a1ω40-3a3ω20+a5,Z=a'1ω40-a'3ω20+a'5;

(3)ai(α)∈C1(R),i=1,2,…,6.
因此可以求出满足Hopf分支条件的参数α0的

分布范围,如图2所示,无振荡区域、振荡区域和多

临界值区域分别表示当操作参数d和y0 取相应值

时,系统不经历Hopf分支、经历一次Hopf分支和

经历多次Hopf分支.图3绘制了d=0.2时分支值

α0及周期T随进料浓度y0的变化曲线.当y0较小或

较大时,周期T较大,这一点和实验现象是相符的.
下面模拟了简化后的系统(1)在d =0.2,

y0 =0.65处的周期运动及相图.由计算知DG上的

正 平 衡 点 x* = (0.274247 0.161086 
0.674465 0.134912 0.152725 
0.200000)T,Hopf分支值α0 =0.025.为进一步

了解分支性质,如分支方向、周期解的稳定性和周

期,根据Hassard等[5]的方法可以计算出简化后

的系统(1)在α<α0 的一侧出现Hopf分支,周期

解是渐近稳定的,周期T 为68.97.图4绘制了简

化后的系统(1)的振荡图像及相图.

图2 存在Hopf分支的参数区域

Fig.2 ParameterregionsofHopfbifurcation

图3 分支值、周期随甘油进料浓度的变化曲线

Fig.3 Thechangesofbifurcationvalueandperiodwithglycerolfeedconcentration

图4 α=0.023<α0=0.025时,简化后的系统(1)的振荡图像和相图

Fig.4 OscillationsandphasediagramsofsimpliedSystem(1)whenα=0.023<α0=0.025
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2.3 过渡行为

系统达到稳定状态之后,当稀释速率保持恒

定,底物的初始浓度有一个比较大的变化时,系统

或者由一个平衡状态过渡到另一个平衡状态,或
者产生振荡现象[1].不论如何,中间都会明显经历

一个过渡状态.在图5中,分别绘制了无时滞系统

和具有连续时滞系统的过渡曲线,当α0 较小,d=
0.2,进料浓度y0 =0.4,系统达到稳定后,将y0 增

至0.65时,微生物开始缓慢增加,最后过渡到低

平衡点并产生振荡的现象和实验现象是相符的.

图5 当d=0.2,y0=0.65时微生物的变化

曲线

Fig.5 Transitioncurvesofbiomasswhend=0.2
andy0=0.65

3 结 论

基于描述底物和产物抑制及代谢过量并存的

微生物连续培养的数学模型,本文在细胞比生长

速率中引入弱核连续时滞,提出了一个五维连续

时滞动力系统,并得出在一定的操作条件下存在

Hopf分支,以及分支存在的参数区域、周期和临界

时滞随进料浓度的变化规律,并分析了时滞对正平

衡点稳定性的影响和 Hopf分支的方向,最后将无

时滞系统与连续时滞系统的过渡曲线进行了比较.
分析结果表明,引入弱核连续时滞的动力系统比

无时滞系统能更好地描述过渡状态和振荡现象.
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Effectofdistributedtime-delayonoscillationbehaviors
inmicrobialcontinuousculture
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Abstract:Takingacetateandethanolinhibitionfor microbeintoaccountwiththecontinuous
fermentationbybio-dissimilationtoproduce1,3-propanediol,theweaknuclearcontinuoustime-delay
isintroducedintothespecificcellulargrowthrate,andafive-dimensionaldistributedtime-delay
differentialsystemispresented.Takingtheinverseoftheaveragetime-delayasparameter,theeffect
ofaveragetime-delayonthelocalstabilityofthepositiveequilibrium(s)isdiscussed.Theoperating
parameterregioninwhichthereexistsHopfbifurcationisgivenusingthealgebracriteriaofHopf
bifurcation,andperiodicsolutionsandphasediagram arenumericallysimulated.Finally,the
transitionbehaviorofthesystemisdiscussed.

Keywords:continuousculture;time-delay;Hopfbifurcation;stability;periodsolution
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