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基于边折叠网格简化的三维形状变形
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摘要:提出一种基于边折叠网格简化的交互式三维形状变形算法.通过折叠三角形网格的

边来提取原始三维模型中的形体关键特征点生成简化模型,以交互方式对三维模型添加固

定、移动等位置约束,建立并求解非线性优化方程,获得简化模型上各关键点仿射变换的最优

值.然后基于关键点的仿射变换,计算原始模型中各节点的变形映射.实例表明边折叠网格简

化可有效提取三维形状模型的关键特征点,减少模型的多边形数量和计算量,结合非线性优

化求解,实现了直接交互、实时显示和细节保持的三维形状变形.
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0 引 言

三维形状变形技术可以用来改变三维实体模

型的局部及整体形状,使之产生实时、逼真的变形

效果,因此被广泛应用于三维影视动画、医学图像

处理和虚拟现实中.
早期的关于三维实体变形的工作主要集中在

空间变形,Barr[1]提出对空间的全局映射,实现三

维实体全局或局部变形;Sederberg等[2]提出了基

于网格的自由变形技术,该技术用一个三维网格

对三维实体进行参数化,是一种有效的获得复杂

形状的粗糙变形方法,但该方法在得到精确的变

形时需要一个精细的、手工设计的控制网格和过

多的用 户 操 作.通 过 直 接 操 作 控 制 网 格,Hsu
等[3]实现了对三维模型的更多的直观控制,但用

户仍然受限于自由变形算法的可表现性.这些变

形方法主要关注的是模型的变形效果,而变形过

程中采用间接操作控制网格代替三维实体本身的

方式,细节信息不能得到很好的保持.
近几年,高细节扫描网格技术得到了广泛的

应用,如何通过直观的用户交互来编辑高质量的

网格,同时保持变形细节等问题成为三维形状变

形研究的重点.保持变形表面的细节可以利用多

分辨率分解和变分弯曲能最小化方法,或者通过

操纵微分坐标、求解泊松系统来完成.多分辨率方

法[4]可以产生一个简化网格层次和与之相关的细

节系数,很好地保持了细节信息.基于微分表示的

算法[5、6]通过利用局部形状属性,如尺寸、方向和

曲率等来表述模型,将网格编辑转化成为求解能

量最小化问题.Botsch等[7]分析了以上两种方法

的外在联系和内在限制,将二者融合成一种具有

有效性和灵活性的网格编辑技术.对于细分平面,

Zhou等[8]提出了一种交互变形的算法,用户可以

在三维网格模型表面上任意拾取一个点作为句

柄,通过鼠标移动操作句柄,使模型的其他部位产

生相应动作.Sumner等[9]利用点采样方法在原始

模型上均匀抽取特征点,创建一个与抽样点紧密

相关的简化模型,称为“变形图表”,通过一系列的

刚性变换,达到模型局部或整体变形的目的.
本文对交互式三维形状变形进行研究,提出

一种基于边折叠网格简化的交互式三维形状变形

算法.文献[9]中采用的点采样方法是在形体上均

匀采样来生成简化模型,而本文运用的边折叠三

角网格简化算法可有效提取形体的关键特征点,
以期只用较少关键特征点的简化模型就能表述复

杂形体,通过非线性优化快速实现形体变形,获得

高质量的细节保持效果.



1 边折叠三角形网格简化

复杂的三维形状模型通常包含大量的顶点和

三角面片,如果直接对原始模型进行变形操作,计
算过程复杂且耗时,因此需要先简化网格模型.三
维模型网格简化是指在保持原模型几何形状不变

的前提下,采用适当的算法减少该模型的面片数、
边数和顶点数[10].根据简化过程中所删除元素的

不同,网格简化方法大致可以分为3类:基于顶点

移除的网格简化、基于面折叠的网格简化和基于

边折叠的网格简化[11].其中边折叠三角形网格简

化算法通过选定一条有向边以及它所连接的两个

顶点,将其中较不重要的一个顶点“折叠”至另一

个顶点,最后修改网格拓扑关系来完成网格简化.
边折叠算法原理如图1所示.当图1(a)中有

向边e的起点u“折叠”至终点v时,有向边e、起点

u以及三角形f1 和f2 被删除,形成图1(b)所示

的简化拓扑结构.在简化过程中,如何找到一条有

向边,使得删除该边对三维模型整体的影响最小

是该算法的重点.这里可引入边折叠代价这一概

念,边折叠代价评价了有向边在拓扑结构中的重

要性,在本文中定义为边的长度与其起点重要度

的乘积.顶点重要度反映该顶点的局部区域表面

变化情况,若多个多边形共面度越高,采用一个平

面取代它们对三维模型整体所产生的影响会越

小.本文利用被折叠三角形和保留三角形的面法

线来定义顶点重要度,从而反映顶点u附近表面

折叠前后的变化情况.顶点重要度定义如下:

λu = ∑
tn∈(T(u)-T(uv))

min
fn∈T(uv)

{1-Ntn
·Nfn

}(1)

式中:T(u)和T(uv)分别为包含顶点u的三角形

集合和同时包含顶点u、v的三角形集合;Ntn
为三

角形tn 的面法线;Nfn
为三角形fn 的面法线.

图1 边折叠三角形网格简化示意图

Fig.1 Schematicdiagramofedgecollapsetriangle
meshsimplification

点积Ntn
·Nfn

定义了三角形tn 和fn 的共面

度,其值越大,两三角形越共面,λu 值越小.这两个

三角形被另一平面代替对整个模型的影响越小,边
折叠代价越小,移除euv 对整个三维模型的影响越

小,euv 越可能被删除;反之,则越应当保留此边.
本文中有向边euv 的边折叠代价为

Ceuv = ‖v-u‖·λu;v∈A(u) (2)
式中:‖v-u‖ 为u、v两顶点的欧式距离;A(u)
为与顶点u相连的顶点的集合.

考虑到边的长度和起点的重要度这两方面因

素,上述边折叠代价既反映了两顶点之间的距离,
又结合了模型局部表面几何变化.在操作过程中,
每次计算所有边的折叠代价,将边折叠代价最小

的那条边删除,直到达到要求的顶点数.这样可以

有效地保留模型的关键信息,从而使原始模型的

特征得到较好的保持.图2为利用边折叠三角形

网格简化算法对三维马模型进行简化的示例,原
始模型图2(a)的顶点数为48485,简化后图2(b)
的顶点数为200.由图2(b)可以看出,马模型的外

部轮廓和内部细节特征均得到了有效的保持.

图2 三维形状模型网格简化

Fig.2 3Dshapemeshsimplification

简化模型中节点的布局应当基本符合变形前

形体的形状,其中节点的数量、是否为关键特征点

等因素决定了模型的可表现性.一般而言,形体的顶

点数越多,为表达细节变形,所需的简化模型节点数

量也越多,这样未知变量的个数也越多,计算代价会

增加,因此关键特征点对形体变形至关重要.若尽量

使用有意义的关键特征点来表征简化模型,则用

较少的节点就能近似表达复杂的形体,在获得好

的变形效果的同时,变形计算的成本代价减小.

2 形状模型仿射变换

在简化模型的基础上,对三维模型实施整体

变形.本文称简化模型中的顶点为关键点,并为每

个关键点指定一个仿射变换.设第i个关键点的

仿射变换矩阵是由一个3×3的旋转矩阵Ri 和一

个3×1的平移向量Ti组成.原始模型的各顶点根

据仿射变换矩阵映射到新的位置,完成整体变形.
如图3所示,设v是原始模型中的顶点,根据第i
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个关键点的仿射变换,按照如下公式映射到新位

置􀭴v:
􀭴v=Ri(v-Pi)+Pi+Ti;i∈ {1,…,m}(3)

式中:Pi 为简化模型中第i个关键点位置向量;m
为简化模型中关键点个数.

图3 节点仿射变换

Fig.3 Nodesaffinetransformation

首先在旋转矩阵Ri 作用下,原始模型的顶点

v根据关键点Pi 变换到点v',其次在平移向量Ti

作用下变换到􀭴v;对于关键点Pi本身,(v-Pi)为0
向量,只根据Ti 做平移运动到􀭾Pi.

由于式(3)只需要已知模型顶点坐标即可进

行,对任意以顶点信息给出的三维形体均适用.对
于原始模型中的各顶点,所有关键点的仿射变换

对其均有影响.然而为了提高计算速度,保证变形

效果流畅,只考虑将离该顶点最近的K 个关键点

的影响进行平滑融合,式(3)修改为式(4):

􀭴vj=1K∑i∈A(j)
(Ri(vj-Pi)+Pi+Ti);j∈ {1,…,V}

(4)
式中:A(j)为离顶点vj 最近的K 个关键点集合;

V 为三维形状顶点个数.

3 形状变形的优化求解

上述原始模型中各顶点的映射计算均基于关

键点的旋转矩阵Ri 和平移向量Ti,因此本章将讨

论关键点仿射变换矩阵的求解问题.采用交互方

式,被选中的关键点直接根据鼠标拖动移动到指

定位置,其余关键点的仿射变换矩阵可通过构造

优化目标函数进行求解来获得.参考文献[9],本
文的优化目标函数形式如下:

min
R1,T1,…,Rm,Tm

wregEreg+wrotErot

式中:Ereg =∑
m

i=1
∑

l∈N(i)
‖Ri(Pl -Pi)+Pi +Ti -

(Pl+Tl)‖22,Erot=∑
m

i=1

((ci
1·ci

2)2+(ci
1·ci

3)2+

(ci
2·ci

3)2+(ci
1·ci

1-1)2+(ci
2·ci

2-1)2+(ci
3·

ci
3-1)2);wreg 为规则化项误差Ereg 的权重系数,

wrot为旋转项误差Erot 的权重系数;N(i)为与关

键点i相连的所有关键点的集合;ci
1、ci

2 和ci
3 分别

是Ri 的3个列向量,ci
1 =(ri

11 ri
21 ri

31)T,ci
2=

(ri
12 ri

22 ri
32)T,ci

3 = (ri
13 ri

23 ri
33)T,i ∈

{1,…,m}.
利用规则化项误差Ereg将第i个关键点对第l

个关键点的影响与第l个关键点自身的仿射变换

相协调,使变形更加平滑、柔和;为使简化模型中

各关键点尽量作纯旋转变换,引入旋转项误差

Erot,从而可有效地保留三维形状的细节信息.
优 化 目 标 函 数 中 包 含 变 量 Ri =

ri
11 ri

12 ri
13

ri
21 ri

22 ri
23

ri
31 ri

32 ri
33

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
、Ti = (ti

1 ti
2 ti

3)T 和 Pi =

(pi
1 pi

2 pi
3)T.设函数f(x)满足 fT(x)f(x)

=F(x)=wregEreg+wrotErot.其中所求变量x=
(ri
11 ri

12 ri
13 ri

21 ri
22 ri

23 ri
31 ri

32 ri
33 …

ti
1 ti

2 ti
3)T,共12m项.设集合N(i)元素个数为

ni,对第i个关键点,Ereg有3×ni个平方项,Erot有

6个平方项.于是f(x)共有3×∑
m

i=1
ni+6×m项,可

表示为f(x)= (ϕil
1(x) ϕil

2(x) ϕil
3(x) …

φi
1(x) φi

2(x) φi
3(x) φi

4(x) φi
5(x) φi

6(x)
…)T,l∈N(i).

指定规则化项误差为ϕil
q(x)=Ri(Pl-Pi)+

pi
q+ti

q-(pl
q+tl

q),其中q∈{1,2,3},表示空间坐

标的3个分量;旋转项误差为φi
1(x)=ci

1·ci
2,

φi
2(x)=ci

1·ci
3,φi

3(x)=ci
2·ci

3,φi
4(x)=ci

1·ci
1-

1,φi
5(x)=ci

2·ci
2-1,φi

6(x)=ci
3·ci

3-1.
这 样 目 标 函 数 转 化 为 min

x
F(x) =

fT(x)f(x),此函数为非线性最小二乘优化问题,
可利用高斯牛顿法进行迭代求解.高斯牛顿法需

要首先求解f(x)的Jacobian矩阵J,然后通过多

次迭代求解xk 的改变量dk,进而计算新的xk 值,
未知变形的当前估计为

dk =argmin
d
‖fk+Jkd‖22

xk+1 =xk+dk

(5)

在每次迭代过程中,Jkdk +fk =0为超定方

程组,不能利用一般的求矩阵逆的方法求解,需要

将其通过以下方式转化为正规方程组的解:

JT
kJkdk =JT

k(-fk) (6)
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如果系数矩阵JT
kJk 可逆,则该方程组有唯一

解.此时xk 的改变量dk 可由下式求出:

dk = (JT
kJk)-1JT

k(-fk)

此方程在稀疏矩阵J满秩,并且JT
kJk 可逆时

有解.通过合理调整f(x)的结构,可使J和JT
kJk

满足求解要求.同时注意到JT
kJk 为对称矩阵,进

一步通过调节wreg和wrot的取值,使JT
kJk 为对称

正定矩阵,利用Cholesky分解[12、13]求解可以提高

计算速度,得到实时显示的变形效果.
重复上述迭代过程直到收敛,若收敛精度为

ε,则利用目标函数的梯度:‖ F‖∞ <
3
ε(1+

Fk);或目标函数的改变量:|Fk-Fk-1|<ε(1+

Fk);或者dk 的模:‖dk‖∞ <
2
ε(1+‖dk‖∞),

来作为迭代终止条件.

4 实验验证

根据本文提出的算法,进行了三维形状变形

实验和效果比较.图4所示为三维狮子形状模型

的交互变形操作实例.狮子局部变形时,其身体的

其他部位相应随之变形.其头部抬起后,身体其余

部分产生连贯的动作.该实例表明,经过优化迭代

和计算,狮子形体上其余顶点随鼠标的移动而实

时调整坐标位置,使整个变形过程自然流畅,并有

效地保持了形体的细节信息.

图4 三维狮子模型交互变形

Fig.4 3Dlionshapeinteractivedeformation

由于边折叠网格简化算法可有效地提取形体

关键特征点作为其简化模型的节点,可以充分表

征原始三维模型的形状特性.图5所示的是顶点

数为48485的马模型变形效果,其简化网格模型

见图2.图5(b)是拉伸脖子变形效果,从图中可以

看出脖子与身体结合处的变形自然流畅;图5(c)
是拉伸马腿的效果,马增高的同时,其局部细节信

息得到了有效保护.与图4相比,此模型原始顶点

数为狮子模型的10倍左右,但简化模型的关键点

个数仍为200,同样获得了满意的形状变形效果.

图5 三维马模型交互变形

Fig.5 3Dhorseshapeinteractivedeformation

图6所示为骆驼模型的变形效果.原始模型

的顶点数为21887,图6(b)是其简化网格模型,
关键点个数为200,图6(c)和(d)为其变形操作后

的效果.

图6 三维骆驼模型交互变形

Fig.6 3Dcamelshapeinteractivedeformation

5 结 语

本文基于三角形网格的边折叠简化,对三维

形状变形操作算法进行了研究.三角形边折叠简

化在保持三维形状轮廓信息的同时,可以有效提

取形体的关键特征点,减少了模型的表征节点数.
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基于简化模型,通过求解非线性目标函数,实现形

状模型的变形映射,既保证了变形效果,又减少了

非线性目标函数中的未知变量个数.算法求解中,
通过使大型稀疏矩阵正定,利用Cholesky分解加

速优化迭代过程.实例表明,本文算法可用于以顶

点定义、具有大量细节信息的三维自然形体的变

形操作,在变形过程中可有效保持形状细节信息,
获得实时的显示效果.
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3Dshapedeformationbasedonedgecollapsemeshsimplification

HUA Shun-gang*, ZHONG Qing, LI Shao-shuai

(KeyLaboratoryforPrecision&Non-traditionalMachiningTechnologyofMinistryofEducation,

DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Basedonedgecollapsemeshsimplification,aninteractive3Dshapedeformationalgorithm
isproposed.Bycollapsingedgesoftrianglemeshtoextractkeypointsfromoriginal3Dmodel,the
reduced3Dmodelisgenerated,andthenfixedormovementconstraintsareforcedtothereduced
modelinteractively.Byconstructingandsolvingnonlinearoptimizationequation,optimalsolutionsof
affinetransformationsarefoundforallkeypoints.Onthebasisofaffinetransformationsofkey
points,deformationmappingsforallnodesinoriginalmodelarecalculated.Examplesshowthatedge
collapse mesh simplification can beeffectively usedtoreducethe numberofpolygonsand
computation,andcombiningitwithnonlinearoptimizationsolution,areal-timedisplayanddetail-
preserved3Dshapedeformationcanberealizedinteractively.

Keywords:edgecollapsemeshsimplification;3Dshapedeformation;affinetransformation;nonlinear
optimization
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