
第51卷第3期

2011年5月

大 连 理 工 大 学 学 报

JournalofDalianUniversityofTechnology
Vol.51, No.3

May2011

文章编号:1000-8608(2011)03-0368-07

修形斜齿轮啮合性质及误差影响分析
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摘要:将制造安装误差和齿面修形引入齿轮传动坐标系统,建立了修形斜齿轮的齿面方程,

通过坐标变换矩阵,将固连于齿轮上的动坐标系中的齿面方程转换到固连于机架上的固定坐

标系中,建立了满足连续相切接触条件的啮合方程.通过调用 Matlab有约束非线性优化函数

将啮合方程的求解问题转化为两齿面间距离最短及单位法向量偏差最小的优化问题,分析了

多种修形方式及制造安装误差对修形斜齿轮接触轨迹和传递误差的影响.分析结果表明,所
提的修形方式可以改善轮齿啮合状态,对制造安装误差具有较好的适应性.
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0 引 言

随着风力发电增速器、船舶推进器等大功率

齿轮传动装置向高速化、大型化、重载化和环保化

方向发展,齿轮传动装置的振动和噪声问题日益

突出,齿轮修形技术成为解决齿轮传动装置的振

动和噪声的有效途径.文献[1]总结了直齿轮齿廓

修形理论.Litvin等应用轮齿接触分析技术研究

了齿廓和齿向采用二次曲线的双鼓形修形斜齿轮

的啮合区域及传动误差[2~4].方宗德、常山等应用

柔度系数法,并以荷载均布和传递误差最小为目

标函数,以数学规划法确定齿轮修形参数[5~8].
Wagaj等采用有限元接触分析技术,以修形量、修
形长度、齿向修鼓量等为参数,计算了不同参数下

2D修形和3D修形齿轮弯曲应力和接触应力的

变化情况[9].
本文在考虑制造、安装误差等实际啮合条件

下,分析一种保留部分渐开线齿面的局部修形斜

齿轮的啮合轨迹及安装误差对啮合轨迹的影响.

1 含误差的齿面啮合方程

1.1 坐标系

如图1所示,用3个坐标系表示被动齿轮实

际齿面.坐标系S6(O6-x6y6z6)与理论齿面固

     

图1 实际齿面坐标系

Fig.1 Coordinatesystemsofrealtoothsurface



连,坐标系S4(O4-x4y4z4)与实际齿面固连,坐标

系S2(O2-x2y2z2)为随被动齿轮一起转动的动坐

标系,引入固定坐标系Sf(Of-xfyfzf)与机架固

连.S6→S4的坐标变换矩阵M46代表实际齿面与

理论齿面之间的误差,包括齿形误差、受载变形及

几何修形,用沿接触点公法线距离δ2 表示,对应

的齿轮转角误差用Δψ2表示;S4→S2的坐标变换

矩阵M24 代表实际齿轮轴线与理论齿轮轴线之间

的平行度误差及位置误差(中心距误差);S2 →Sf
的坐标变换矩阵Mf2代表在固定坐标系Sf中的曲

面族.
同样引入坐标系S1、S3、S5 表示主动齿轮实

际齿面.
在初始位置,S1 与Sf 重合,x2 与xf 同向,y2

与yf重合,z2与zf同向,坐标原点O2、Of间的距离

等于齿轮副中心距.
1.2 齿面啮合方程

齿面Σ1和Σ2在固定坐标系Sf中的曲面族方

程为

r(1)f (θ1,φ1,ψ1)=Mf1M13M35r(1)5 (θ1,φ1)

r(2)f (θ2,φ2,ψ2)=Mf2M24M46r(2)6 (θ2,φ2){ (1)

如图1所示,齿面Σ2 的各坐标变换矩阵如

下:
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式中:a为齿轮副中心距;ψ1、ψ2 为主、被动齿轮转

角;Δγ(2)
x 、Δγ(2)

y 为 绕x2 轴 和 y2 轴 偏 斜 角 度;

Δa(2)
x 、Δa(2)

y 、Δa(2)
z 为沿x2、y2、z23个坐标轴的位

置误差.
同样地,可以得到齿面Σ1 的坐标变换矩阵

Mf1、M13、M35,这里不再赘述.
齿面Σ1和Σ2在固定坐标系Sf中的单位法向

量为

n(1)
f (θ1,φ1,ψ1)=Lf1L13L35n(1)

5 (θ1,φ1)

n(2)
f (θ2,φ2,ψ2)=Lf2L24L46n(2)

6 (θ2,φ2){ (7)

n(1)
5 =

∂r(1)5
∂θ1 ×∂r

(1)
5

∂φ1
∂r(1)5
∂θ1 ×∂r

(1)
5

∂φ1

n(2)
6 =

∂r(2)6
∂θ2 ×∂r

(2)
6

∂φ2
∂r(2)6
∂θ2 ×∂r

(2)
6

∂φ2

(8)

L为各坐标系间的坐标变换矩阵,由对应 M 矩阵

去掉最后1行和最后1列得到.
齿面Σ1和Σ2在固定坐标系Sf中任意瞬时连

续相切接触的条件为

r(1)f (θ1,φ1,ψ1)=r(2)f (θ2,φ2,ψ2)

n(1)
f (θ1,φ1,ψ1)=n(2)

f (θ2,φ2,ψ2){ (9)

方程组(9)称为含误差的齿面啮合方程[10].
如果接触点位于齿面的边缘,那么面和面接

触将变成线和面接触.假设接触点位于线Lφ
(2)=

r(2)6 (θ2,φ20)上,则线Lφ
(2)的切线与法向量n(1)

f 垂

直,方程组(9)变为

r(1)f (θ1,φ1,ψ1)=r(2)f (θ2,φ20,ψ2)

∂r(2)f (θ2,φ20,ψ2)
∂θ2

·n(1)
f (θ1,φ1,ψ1)=0

ì

î

í

ïï

ïï
(10)

方程组(9)、(10)包括两个矢量方程,共有6
个未知数(θ1,φ1,ψ1,θ2,φ2,ψ2),但只能生成5个

标量方程,因为 ‖n(1)
f ‖ = ‖n(2)

f ‖.如果给定主

动齿轮转角ψ1,就可以求出其他5个参数θ1(ψ1)、

φ1(ψ1)、θ2(ψ1)、φ2(ψ1)、ψ2(ψ1).

1.3 接触迹线和传递误差

接触迹线:如图2所示,主、被动齿轮接触点

的轨迹,称为接触迹线(contactpath),用符号Pc
表示.

接触迹线在齿面Σ1 上表示如下:
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Pc=r1(θ1(ψ1),φ1(ψ1)) (11)

传递误差:如图3所示,被动齿轮实际啮合位

置与 理 论 啮 合 位 置 之 差, 称 为 传 递 误 差

(transmissionerror),用符号Et表示.

Et=ψ2(ψ1)-
z1
z2ψ1

(12)

图2 接触迹线示意图

Fig.2 Schematicplanofcontactpath

图3 传递误差示意图

Fig.3 Schematicplanoftransmissionerror

2 齿面方程

令直角坐标系S1(O1-x1y1z1)的坐标原点取

在轮齿中间截面与齿轮轴线的交点上,y1 轴通过

节点p,z1 轴沿齿轮轴线方向,如图4所示.齿面

Σ1 的参数方程可以表示成

r1(θ1,φ1)= (x1(θ1,φ1) y1(θ1,φ1) z1(θ1,φ1))

(13)

x1(θ1,φ1)=-qs1(θ1,φ1)cos(αt+θ1+

φ1)+rb1sin(αt+θ1+φ1)

y1(θ1,φ1)=qs1(θ1,φ1)sin(αt+θ1+

φ1)+rb1cos(αt+θ1+φ1)

z1(θ1,φ1)=
P1

2πφ1

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(14)

qs1(θ1,φ1)=q01+rb1θ1+S1(θ1,φ1);

q01 =rb1tanαt (15)

其中θ1为渐开线发生线滚过的角度,当发生线通过

节点p时,θ1 =0,因此-tanαt≤θ1≤tanαat1-

tanαt,αt为端面节圆压力角,αat1 为端面齿顶圆压

力角;φ1 为端面截形的旋转角,-πbP1
≤φ1≤

πb
P1
,

b为齿轮宽度,P1 为螺距;rb1 为基圆半径;S1(θ1,

φ1)为齿面Σ1 的修形曲线方程[11].

图4 主动齿轮坐标系

Fig.4 Coordinatesystemofdrivinggear

同样地,在直角坐标系S2(O2-x2y2z2)中齿

面Σ2 的参数方程可以表示成

r2(θ2,φ2)= (x2(θ2,φ2) y2(θ2,φ2) z2(θ2,φ2))

(16)

x2(θ2,φ2)=qs2(θ2,φ2)cos(αt+θ2-

φ2)-rb2sin(αt+θ2-φ2)

y2(θ2,φ2)=-qs2(θ2,φ2)sin(αt+θ2-

φ2)-rb2cos(αt+θ2-φ2)

z2(θ2,φ2)=
P2

2πφ2

ì

î

í
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(17)

qs2(θ2,φ2)=q02+rb2θ2+S2(θ2,φ2);

q02 =rb2tanαt (18)

其中S2(θ2,φ2)为齿面Σ2 的修形曲线方程.

3 修形曲线方程

齿轮修形包括齿廓修形和齿向修形.齿廓修

形是指沿齿高方向从齿面上去除一部分材料,从

而改变齿廓形状.齿廓修形的参数包括修形量、修

形长度和修形曲线.
修形量是指齿廓上任意位置沿法向去除材料

的厚度.齿顶和齿根部位修形量最大,如图5中

et1、er1 所示(下标t表示齿顶,下标r表示齿根,下

同).
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修形曲线表示齿廓上任意位置与对应修形量

的关系,如图5中γ1 所示.
修形长度是指修形曲线在齿廓上的起始点至

齿顶或齿根终止点的距离,可以在齿轮副啮合线

上用起始点对应的发生线滚动角表示,如图5中

θt1、θr1 所示.
齿向修形包括螺旋角修形和齿端修鼓两种形

式.齿向修形参数包括螺旋角修形量Δβ(在齿面

方程中直接以螺旋角大小表示),齿向修形量h11、
h12,齿向修形长度b11、b12,齿向修形曲线ζ1,如图

5所示.
在这里,主动齿轮的齿顶和齿根采用二次抛

物线修形[12],修形起始点取单双齿啮合转换点

θt1、θr1.齿的两端也采用二次抛物线修形,修形长

度b11 和b12 用对应的端面截形旋转角φmin1、φ11、

φ12、φmax1 表示,如图5所示.这样,修形曲线方程

可以表示成

S1(θ1,φ1)=

-d11(θ1-θt1)2-c11(φ1-φ11)2;

 θt1 ≤θ1 ≤θmax1,φmin1 ≤φ1 ≤φ11

-d11(θ1-θt1)2;

 θt1 ≤θ1 ≤θmax1,φ11 ≤φ1 ≤φ12

-d11(θ1-θt1)2-c12(φ1-φ12)2;

 θt1 ≤θ1 ≤θmax1,φ12 ≤φ1 ≤φmax1

-c11(φ1-φ11)2;

 θr1 ≤θ1 ≤θt1,φmin1 ≤φ1 ≤φ11

0; θr1 ≤θ1 ≤θt1,φ11 ≤φ1 ≤φ12

-c12(φ1-φ12)2;

 θr1 ≤θ1 ≤θt1,φ12 ≤φ1 ≤φmax1

-d12(θ1-θr1)2-c11(φ1-φ11)2;

 θmin1 ≤θ1 ≤θr1,φmin1 ≤φ1 ≤φ11

-d12(θ1-θr1)2;

 θmin1 ≤θ1 ≤θr1,φ11 ≤φ1 ≤φ12

-d12(θ1-θr1)2-c12(φ1-φ12)2;

 θmin1 ≤θ1 ≤θr1,φ12 ≤φ1 ≤φmax1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
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ï
ï
ï
ï
ï
ï
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(19)
式中:d11、c11、d12、c12 是与修形量有关的常数,

d11 = et1
(θmax1-θt1)2

,c11 = h11
(φmin1-φ11)2

d12 = er1
(θmin1-θr1)2

,c12 = h12
(φmax1-φ12)2

(20)

图5 主动齿轮修形示意图

Fig.5 Schematicplanofdrivinggearmodification

被动齿轮齿廓采用直线修形,齿顶修形量et2
等于零,齿根修形量er2 最大.齿向采用抛物线修

形,各参数在啮合面上的表示如图6所示.修形曲

线方程可以表示成

S2(θ2,φ2)=

d2(θ2-θmax2)-c21(φ2-φ21)2;

 φmin2 ≤φ2 ≤φ21

d2(θ2-θmax2);φ21 ≤φ2 ≤φ22

d2(θ2-θmax2)-c22(φ2-φ22)2;

 φ22 ≤φ2 ≤φmax2

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(21)

c21 = h21
(φmin2-φ21)2

d2 = er2
(θmax2-θmin2)2

c22 = h22
(φmax2-φ22)2

(22)

图6 被动齿轮修形示意图

Fig.6 Schematicplanofdrivengearmodification
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4 啮合方程的求解方法

4.1 啮合方程的等效解法

将方程组(9)、(10)的求解问题转化为齿面

Σ1 和Σ2 间距离最短及单位法向量偏差最小的优

化问题,即

 dmin =min(‖r(1)f (θ1(ψ1),φ1(ψ1),ψ1)-

r(2)f (θ2(ψ1),φ2(ψ1),ψ2(ψ1))‖+

‖n(1)
f (θ1,φ1,ψ1)×n(2)

f (θ2,φ2,ψ2)‖)

(23)

最 优 解 (θ*1 (ψ1),φ*
1 (ψ1),θ*2 (ψ1),φ*

2 (ψ1),

ψ*
2 (ψ1))即为方程组(9)、(10)的解.

首先给定初值,再调用 Matlab的有约束非线

性 优 化 函 数 fmincon(),即 可 求 得 最 优 解

(θ*1 (ψ1),φ*
1 (ψ1),θ*2 (ψ1),φ*

2 (ψ1),ψ*
2 (ψ1)).

4.2 初值的确定

为了求解上述优化问题,在每一个啮合位置

需 要 给 定 一 个 初 值 (θ01(ψ1),φ01(ψ1),θ02(ψ1),

φ02(ψ1),ψ02(ψ1)).由于齿面修形量很小,在这里,可

以将修形齿面仍看做是理想的渐开线螺旋面,则

ψ02(ψ1)=
z1
z2ψ1

(24)

θ01(ψ1)、φ01(ψ1)、θ02(ψ1)、φ02(ψ1)采用逐点搜索法确

定.将齿面参数θ在区间[θmin,θmax]进行n1等分,φ
在区间[φmin,φmax]进行n2 等分.设齿面Σ1、Σ2 上

任一 点 P 的 曲 纹 坐 标 分 别 为 P1(θ(n)1 ,φ
(m)
1 )、

P2(θ(j)2 ,φ
(i)
2 ),则P1和P2两点在固定坐标系Sf中

的距离为

dP1,P2 = ‖r(P1)f -r(P2)f ‖ (25)

如果dP*1 ,P
*
2 ≤dP1,P2

,∀P1,P2,那么

(θ01,φ01,θ02,φ02)= (θ
(n*)
1 ,φ

(m*)
1 ,θ(j

*)
2 ,φ

(i*)
2 )

(26)

5 算例分析

根据前面的理论分析,计算了一对齿轮副(见

表1)在5组修形参数组合方式下(见表2)的接触

迹线和传递误差,如图7和8所示,可见在第Ⅴ组

修形参数情况下,接触迹线较为理想.因此将修形

参数固定为第Ⅴ组,在轴线偏斜Δγ(2)
x 、Δγ(2)

y 分别

为3'情况下,考察了轴线平行度误差对接触迹线

和传递误差的影响,如图9和10所示.

表1 齿轮副几何参数

Tab.1 Gearpairparameters

齿数

z
螺旋角

β/(°)
模数mn/

mm

压力角

αn/(°)
齿宽b/

mm

中心距a/

mm

主动齿轮 50
25.058
(右旋) 3 20 60 127.5

被动齿轮 27
25.041
(左旋) 3 20 60 127.5

表2 修形参数

Tab.2 Modificationparameters 10-2mm

修形参

数组合

主动齿轮 被动齿轮

et1 er1 h11 h12 er2 h21 h22 Δβ/(°)

Ⅰ 0 0 0 0 0 0 0 0.017

Ⅱ 2 2 0 0 0 0 0 0.017

Ⅲ 2 2 2 2 0 0 0 0.017

Ⅳ 2 2 2 2 0 2 2 0.017

Ⅴ 2 2 2 2 2 2 2 0.017

注:Δβ为螺旋角修形量

图7 接触迹线

Fig.7 Contactpath

图8 传动误差

Fig.8 Transmissionerror
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图9 有轴线偏差情况下的接触迹线

Fig.9 Contactpathunderaxialerror

图10 有轴线偏差情况下的传动误差

Fig.10 Transmissionerrorunderaxialerror

6 结果讨论

齿轮修形的主要目的是控制接触轨迹、调整

传递误差和增强对制造安装误差的适应性.如表

2所示,修形参数组合Ⅰ表示被动齿轮进行螺旋

角修形,而主动齿轮不修形,在这种情况下,齿轮

副沿轮齿边缘接触,传递误差近似呈线性分布,见

图7、8曲线修形参数组合Ⅰ.
修形参数组合Ⅱ表示主动齿轮进行齿廓修

形,被动齿轮进行螺旋角修形,在这种情况下,接

触迹线由齿顶向齿面中间转移,可以消除齿顶边

缘接触现象,但齿端仍存在边缘接触现象,见图7
曲线修形参数组合Ⅱ.

修形参数组合Ⅲ表示主动齿轮进行齿廓修形

和齿向修形,被动齿轮进行螺旋角修形,在这种情

况下,接触迹线由齿廓方向转向沿齿轮轴向方向,

可以消除齿轮端面边缘接触现象,见图7曲线修

形参数组合Ⅲ.
修形参数组合Ⅳ表示在修形参数组合Ⅲ基础

上,被动齿轮又进行轴向修形,修形效果也与修形

参数组合Ⅲ类似,见图7曲线修形参数组合Ⅳ.
修形参数组合Ⅴ表示在修形参数组合Ⅳ基础

上,被动齿轮又进行齿廓修形,在这种情况下,接

触迹线进一步向齿面中间转移,接触迹线较为理

想,见图7曲线修形参数组合Ⅴ.
由图8可见,齿廓和(或)齿向修形以后,传递

误差曲线在啮入侧和啮出侧呈不对称抛物线分布

(啮出侧偏大),中间段近似呈线性分布.这样,在

受载情况下,有利于减少轮齿啮入和啮出几何干

涉,降低振动和噪声[12].
由图9可见,采用修形参数组合Ⅴ进行齿轮

修形以后,在存在轴线偏差的情况下,接触迹线变

化不大.

7 结 论

(1)主动齿轮采用齿顶和齿根二次抛物线修

形,被动齿轮采用齿根二次抛物线修形和螺旋角

修形,可以将接触迹线调整至齿面中间区域,使传

递误差曲线呈抛物线分布,有利于改善轮齿啮合

状态.
(2)采用前述修形方式,可以降低轮齿啮合对

制造和安装误差的敏感性,提高啮合稳定性.
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Analysisofmodifiedhelicalgearmeshing
characteristicsanderrorinfluence

SHANG Zhen-guo, WANG De-lun*

(SchoolofMechanicalEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Misalignmentandgearmodification wereintroducedtogeartransmissioncoordinate
systemandtoothsurfaceequationsofthemodifiedhelicalgearswereestablishedinthemovable

coordinatesystemsthatwererigidlyconnectedtothegears.Themeshingequationwasobtainedby
applyingcoordinatetransformationmatrixfromthemovablecoordinatesystemstothefixedcoordinate

systemthatwasrigidlyconnectedtotheframe.Theequationofmeshingwaspresentedtomeetthe

conditionofcontinuoustangency.Theminimizationofdistancebetweentoothsurfacescombinedwith

deviationbetweenunitnormalvectorstotoothsurfaceswasperformedtoobtaintheresultsofthe

equationofmeshingbyapplicationofaconstrainednonlinearoptimizationfunctioninMatlab.The

influenceofthecombinationofthevariousmodificationstyleandmisalignmentonthecontactpathand

transmissionerrorwasinvestigated.Thepresentedresultshighlightthatthemodificationpattern

proposedcanimprovethetoothmeshingconditionandtheadaptabilitytothemisalignment.

Keywords:gearmodification;toothsurfaceequation;contactpath;transmissionerror
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