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纯弯矩作用下非贯穿直裂纹管局部柔度分析研究
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摘要:基于应变能释放率原理与线性断裂力学理论,把裂纹与外力成任意角的非贯穿直裂

纹管的裂纹截面划分为一系列独立的宽为dx的矩形微元体,按照平面裂纹梁理论计算每个

矩形微元体裂纹区域的附加应变能,并根据卡式定理积分得出总体应变能,推导了非贯穿直

裂纹管在纯弯矩作用下的局部柔度方程.采用适应性Simpson方法编写了数值积分程序,并
通过对比Naniwadekar等的试验结果,验证了推导的纯弯矩作用下非贯穿直裂纹管局部柔度

系数的合理性.
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0 引 言

裂纹是结构损伤的重要表现形式之一.在复

杂的外荷载作用下,结构中出现裂纹的位置往往

复杂多变,其振动响应因裂纹位置的不同而发生

改变.为了研究裂纹结构的振动特性,首先必须建

立合适的裂纹分析模型.基于等效降截面、局部柔

度与一致裂纹梁原理的模型是目前常用的3种模

拟裂纹的方法.其中,基于局部柔度的裂纹模型因

其理论性强、物理意义明确而被广泛应用.这是一

种利用线性断裂力学原理计算外荷载作用下的裂

纹局部柔度,并通过“有限元”或“弹簧铰”描述裂

纹局部行为的方法[1~3].
目前,国内外众多学者针对矩形、圆形以及中

空等裂纹截面形式,均建立了基于局部柔度的裂

纹模型[4~10].在上述模型中,裂纹方向与外荷载

方向垂直或平行,即假定截面裂纹的位置是固定

的.然而,这种假定在实际工程中并不常见.复杂

的外界环境使得结构中出现的裂纹常常与外力成

任意角,并非仅仅与外力垂直或平行.在裂纹转子

动力学中,已有许多学者研究了裂纹与外力成任

意角的裂纹模型,但是对于管类结构中裂纹与外

力成 任 意 角 的 裂 纹 模 型 研 究 却 鲜 有 报 道[11].

Naniwadekar等通过模型试验的方法研究了裂纹

与外力成任意角的管类结构的振动特性,但并没

有给出相应的解析解[12].为了进一步扩展裂纹结

构的局部柔度理论,本文开展裂纹与外力成任意

角的管类结构局部柔度的理论研究,针对含有非

贯穿直裂纹的裂纹管类结构在纯弯矩作用下的局

部柔度进行理论推导和数值求解.

1 非贯穿直裂纹管局部柔度计算理论

图1为非贯穿裂纹管示意图.首先作如下假

定:(1)裂纹类型为非扩展型;(2)考虑裂纹的呼吸

效应;(3)采用各向同性的匀质材料,参数E 为弹

性模量,ν为泊松比.图中a为裂纹深度;t=(De-
Di)/2,为管壁厚;De 为管外径;Di为管内径;φ为

方向角,即裂纹尖端与水平面的夹角.
下文中将对0°≤φ≤180°的裂纹局部柔度进

行讨论,对于裂纹位于180°≤φ≤360°的情况,局
部柔度可通过对称性求得.由于应力强度因子应

用条件的限制[3],本文首先考虑裂纹方向角0°≤

φ≤30°的情形,且文中仅考虑水平弯矩荷载p3 的

作用,不考虑轴力和剪力的影响.根据图1中裂纹

截面的几何尺寸,可得出如下几何关系:



b= (De/2)2-(De/2-a)2 (1a)

ξ' =ξ+ D2
e/4-η2 -De/2 (1b)

h'(η)= D2
e-4η2 (1c)

a'=h'(η)/2-k-y2 (1d)

k= (b2-η)tanφ (1e)

b1 =bcosφ-s (1f)

b2 =bcosφ+s (1g)

y1 =bsinφ+(De/2-a)cosφ (1h)

y2 =-bsinφ+(De/2-a)cosφ (1i)

s= (De/2-a)sinφ (1j)

式中:b为裂纹宽度的一半;ξ'为距离矩形微元体

顶部的局部深度变量;h'(η)为微元体深度;ξ为总

体坐标系下的深度变量;η为总体坐标系下的偏

移距离.

图1 裂纹截面的几何尺寸

Fig.1 Thegeometricdimensionsofacrackedsection

根据平面裂纹梁理论,裂纹深度为定值a'的

矩形微元体裂纹区域的应变能为

dU =dη∫
a'

0
J(ξ')dξ' (2)

式中:dη为矩形条带的宽度;J(ξ')为应变能密度

函数,用如下方程表示:

J(ξ')= 1
E'K

2
I(ξ') (3)

式中:平面应变状态下E'=E/(1-ν2);平面应力

状态下E'=E;KΙ为弯矩荷载p3 作用下的应力

强度因子,表示为

KI= 32p3h'
πD4

e(1-γ4) πξ'F2
ξ'
h'
æ

è
ç

ö

ø
÷ (4)

其中裂纹应力强度因子的修正系数F2 表示为

 F2 ξ'
h'
æ

è
ç

ö

ø
÷= 2h'

πξ'
tanπξ'2h' (0.923+0.199(1-

sin πξ'
2h'
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è
ç

ö

ø
÷ )
4

cos πξ'
2h'

æ

è
ç

ö

ø
÷ ) (5)

根据线弹性断裂力学理论,由裂纹引入的附

加应变能为

 U = 1
E'∫

b2

-b1
dη∫

a'

0

1024p23h'2ξ'
πD8

e(1-γ4)2F
2
2
ξ'
h'
æ

è
ç

ö

ø
÷dξ' (6)

利用卡氏定理(Castigliano'stheorem)求得裂纹

引入的附加位移

u3 =∂U/∂p3
进一步求得裂纹所引起的附加局部柔度:

 c33 =∂u3∂p3 = ∂2U
∂p3∂p3 =

1
E'∫

b2

-b1
dη∫

a'

0

2048h'2ξ'
πD8

e(1-γ4)2F
2
2
ξ'
h'
æ

è
ç

ö

ø
÷dξ' (7)

令x =ξ/De,y =η/De,则dξ' = Dedx,dη =
Dedy.

 w =ξ'
h'=

ξ+ D2
e

4 -η2 -De

2
D2
e-4η2

=

2x+ 1-4y2 -1
2 1-4y2

(8)

化简式(7),在水平弯矩荷载p3 的作用下,非
贯穿直裂纹管的量纲一局部柔度系数 NF(3,3)
可表示为

 NF(3,3)=c33E'D3
e =

2048
π(1-γ4)2∫

b'2

-b'1∫
n

m
αβF2

2(w)dxdy

(9)
式中

b'1 =b'cosφ- 1
2- a

De

æ

è
ç

ö

ø
÷sinφ (10a)

b'2 =b'cosφ+ 1
2- a

De

æ

è
ç

ö

ø
÷sinφ (10b)

其中b'= a
De

- a
De

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

.

m = 12- 1
4-y2 (10c)

n=12+ytanφ- 1
2- a

De

æ

è
ç

ö

ø
÷(cosφ+tanφsinφ)

(10d)

α=1-4y2 (10e)

β=x+ 1
4-y2 -12

(10f)
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由式(9)可知,裂纹的量纲一局部柔度是方

向角φ的函数.当方向角φ发生改变,即裂纹在截

面上的位置变化时,裂纹的呼吸(张开与闭合)行

为也会随之发生改变.在外弯矩荷载p3 的作用

下,裂纹截面被分成了两部分,即分别为受拉与

受压区域,如图2所示.裂纹可能完全位于截面的

受拉区,也可能完全位于受压区,或者部分受拉部

分受压[3].不同区域的裂纹会表现出不同的行为,

位于受拉区的裂纹处于张开状态,位于受压区的

裂纹处于闭合状态.一般认为,闭合裂纹对裂纹结

构的附加局部柔度无影响,可忽略不计;只有张开

裂纹对附加局部柔度有贡献.

图2 量纲一柔度系数NF(3,3)随裂纹位置

的变化

Fig.2 ThedimensionlesscomplianceNF(3,3)as

functionofthecracklocation

当方向角-30°≤φ≤30°
[3]时,可利用式(9)

计算裂纹的量纲一局部柔度系数,这是由应力强

度因子的限制条件所决定的.随着方向角φ的变

化,裂纹的有效积分区域也发生改变.当

φ=φcr=arctan( 12-λæ

è
ç

ö

ø
÷ λ-λ2 ) (11)

时,裂纹开始进入截面的受压区;当

φ≥φcl=-arctan
1
2-λ

λ-λ2

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷+180° (12)

时,裂纹完全处于受压区,即裂纹处于闭合状态,

此时裂纹无任何附加的局部柔度,NF(3,3)=0.
为方便起见,将φcr 称为临界角,作为裂纹是否进

入受压区的标志;将φcl 称为闭合角,标志裂纹是

否已完全进入受压区.在式(11)、(12)中,λ=
a/De,即临界角φcr、闭合角φcl均是裂纹相对深度

(a/De)的函数.
上述内容是对裂纹在水平弯矩作用下的情形

的讨论.利用同样的研究方法,可以得出裂纹在竖

直弯矩作用下的附加局部柔度系数,即

 NF(3,3)=c33E'D3
e =

8192
π(1-γ4)2∫

0

-b'1∫
n

m
βy2F21(w)dxdy

(13)

式中

F1(w)= tanπw2
æ

è
ç

ö

ø
÷
πw
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ cosπw2

æ

è
ç

ö

ø
÷× (0.752+

2.02w+0.371-sinπw2
æ

è
ç

ö

ø
÷

3

) (14)

如图3,(a)中所示的裂纹与水平面平行,即φ
=0°;(b)中所示的裂纹与水平面垂直,即φ=90°.
在这两种情形下,由裂纹引起的附加局部柔度是

一致的.因此,在竖直弯矩的作用下,方向角-30°
≤φ≤0°等价于水平弯矩作用下60°≤φ≤90°的情

形,此时可利用式(13)进行量纲一化局部柔度系

数的计算.

图3 竖向和水平弯矩作用

Fig.3 Bendingforthehorizontalplaneandthe

verticalplane
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所以,在0°至180°的方向角范围内,量纲一

化局部柔度系数NF(3,3)计算可以分3段进行,

即0°≤φ≤30°、60°≤φ≤90°、φcl≤φ≤180°.对于

30°≤φ≤60°和90°≤φ≤φcl的局部柔度系数可根

据可导性和连续性的边界条件通过B样条曲线

拟合得到[3].至此,当非贯穿直裂纹位于截面任意

位置时,即方向角φ为任意值时的附加局部柔度

系数NF(3,3)均可通过计算得到.

2 裂纹管局部柔度系数求解

为了求解非贯穿直裂纹管量纲一柔度方程,

即求解式(9)和(13),本文根据文献[1]中的适应

性Simpson方法,应用 Matlab软件编写了数值

积分程序.首先利用该程序对文献[11]中的圆形

截面裂纹梁的量纲一化局部柔度系数c55(c55为水

平弯矩作用下的量纲一化柔度系数,下同)进行求

解.为了验证本文数值积分程序的正确性及求解

精度,将计算结果与文献中给出的数值进行比较,

对比结果如表1所示.

表1 局部柔度的理论计算值与文献[11]结果对比

Tab.1 TheoreticalresultsandresultsinLit.[11]

ofthelocalcompliance

a/R 理论计算值 文献[11]中的结果 误差/%

0.080000 0.016190 0.016190 0

0.160000 0.085426 0.085426 0

0.240000 0.221576 0.221576 0

0.320000 0.432251 0.432249 0.000463

0.400000 0.724880 0.724880 0

0.480000 1.109452 1.109450 0.000180

0.560000 1.600488 1.600490 -0.000125

0.640000 2.219096 2.219100 -0.000180

0.720000 2.995618 2.995620 -0.000067

0.800000 3.973547 3.973550 -0.000075

0.880000 5.215775 5.215780 -0.000096

0.960000 6.815114 6.815160 -0.000675

1.000000 7.790387 7.790390 -0.000039

从表1中的误差一栏可以看出:对于不同的

裂纹深度,本文的计算值与文献[11]中给出的结

果相比,误差都非常小.且当a/R=1时,两者的

计算结果都等于7.79,从而说明了本文针对量纲

一局部方程编写的数值积分程序的合理与可靠性.
根据式(9)或(13)可知,求解裂纹管的附加

局部柔度,首先应确定γ和方向角φ.γ是裂纹管

的内外径之比,即γ=Di/De.首先假定γ=0.5,

然后选取不同的φ,以了解方向角的变化对裂纹

局部柔度产生的影响.针对方向角0°≤φ≤180°
的应用范围,本文选取12个角度值分别进行了计

算.
根据不同的裂纹深度(a/De)值,计算出了相

应的临界角φcr与闭合角φcl,其结果如表2所示,

以便确定裂纹的有效积分区域.
在本文研究的裂纹深度比a/De 范围内,最

大闭合角φcl为148.668°(见表2中计算结果),因
此可以认为,当方向角φ>150°时,裂纹完全位于

截面受压区,即裂纹闭合,量纲一化局部柔度系数

NF(3,3)=0.所以,将12个角度值分成以下3
组:

φ1=0°,10°,20°,30°

φ2=60°,70°,80°,90°

φ3=150°,160°,170°,180°

表2 临界角φcr、闭合角φcl随量纲一化裂纹深度

a/De 的变化

Tab.2 Valuesofthecriticalangleφcrandthecloseangle

φclvs.thedimensionlesscrackeddeptha/De

a/De φcr/(°) φcl/(°) a/De φcr/(°) φcl/(°)

0.02 73.739 106.260 0.14 46.054 133.946

0.04 66.926 113.074 0.16 42.843 137.157

0.06 61.642 118.358 0.18 39.792 140.208

0.08 57.140 122.860 0.20 36.869 141.131

0.10 53.130 126.870 0.22 34.055 145.945

0.12 49.464 130.536 0.24 31.332 148.668

根据应力强度因子的限制使用条件可知,φ1
组应利用式(9)求解;φ2 组应利用式(13)求解;φ3
组的局部柔度均为0.0°≤φ≤180°范围内其余角

度的局部柔度系数通过B样条曲线拟合获得.根
据上述条件利用本文数值积分程序求解,其计算

结果如图4所示.
从图4可以看出:(1)量纲一化柔度系数 NF

随着裂纹深度的增加而逐渐增大;(2)量纲一化柔

度系数NF 随着方向角φ 的增大而逐渐减小;(3)

通过B样条拟合曲线可以方便求得截面任意位

置的裂纹附加局部柔度.
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图4 量纲一化局部柔度系数NF(3,3)随各参量变化

Fig.4 VariationsofdimensionlesscompliancecoefficientNF(3,3)withparameters

3 局部柔度系数的试验验证

在文献[12]中,Naniwadekar等采用静力和

动力两种试验方法,针对低碳钢裂纹管模型的附

加局部柔度进行了研究.文中针对不同的裂纹位

置、裂纹方向以及不同的裂纹深度,共84种工况

进行了讨论,动力测试与静力测试的结果基本一

致.采用文献[12]中的试验模型和动力测试方法,
验证本文的计算理论与计算方法是否正确.在弯

矩荷载p3 的作用下,动力试验获得的等效附加刚

度Kt与局部柔度系数c33 有如下关系式[1]:

c33 =1/Kt (15)
试验模型参数为De=0.0378m;Di=0.0278

m;ρ=7860kg/m3;E=173.8GPa;a/t=0.2,0.4,

0.6,0.8;φ=0°,10°,20°,30°,45°,50°,60°.
根据本文前一部分叙述的步骤和方法求得量

纲一化柔度系数 NF,然后根据式(16)即可得到

局部柔度系数:

c33 =NF/E'D3
e (16)

将本文理论计算得出的裂纹附加局部柔度系

数与文献[12]中的试验值进行对比,结果如图5
(a)、(b)所示.

从图5中可以看出,本文的裂纹附加局部柔度

系数解析解与试验结果基本吻合,且随着裂纹深度

系数的增加而逐渐增大.在试验中,裂纹管中的裂

纹是通过人工切割产生的,其裂纹尖端位置是相互

连接的整体;而本文在进行裂纹附加局部柔度系数

的理论推导时,假定了裂纹截面离散的矩形微元体

是相互独立的,这可能是产生误差的主要原因.

图5 局部柔度系数的理论值与试验值对比

Fig.5 Theoreticalresultsandexperimentalresults
ofthelocalflexibilityduetoacrack

4 结 论

基于线性断裂力学理论和应变能释放率原理,
推导了纯弯矩作用下裂纹与外荷载成任意角的非

贯穿直裂纹管的附加局部柔度方程,扩展了裂纹管

的局部柔度理论.利用 Matlab语言编写了局部柔
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度的数值积分程序,分段求解了0°至180°的裂纹局

部柔度系数.由于应力强度因子使用条件的限制,

0°≤φ≤30°、60°≤φ≤90°以及φcl≤φ≤180°的局

部柔度系数可以通过计算直接得到,而其余的方

向角则通过B样条曲线拟合得到,因此,任意方

向的裂纹局部柔度系数均可以方便求出.本文的

局部柔度解析解与 Naniwadekar得到的试验结

果基本吻合,验证了该局部柔度理论的正确性.
裂纹管结构附加局部柔度理论的研究工作,

为裂纹管类结构的力学特性分析、裂纹识别提供

了理论基础和参考.此裂纹管局部柔度理论性强、
应用范围广泛,具有一定的工程应用价值[1].但
是,在本文的推导过程中,只研究了非贯穿直裂纹

管在纯弯矩作用下因裂纹引入的附加局部柔度,
而未考虑轴力、剪力和扭矩以及它们之间的耦合

作用,这将有待于在未来的工作中进行深入研究.
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Analysisandstudyoflocalflexibilitydue
tostraightpart-throughcrackunderpurebendinginapipe

ZHU Tong*, LIU Duo, HU Jia-shun, ZHOU Jing

(StateKeyLaboratoryofCoastalandOffshoreEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Thelocalflexibilityequationsofapipeunderpurebendingwhichcontainsacrackatany
angleareestablishedusingthestrainenergyreleaserate (SERR)theoryandlinearfracture
mechanics.Thecrackedcirclecrosssectionisconsideredtobedividedintostripsofwidthdxwhich
areindependentofeachother.Theadditionalstrainenergyofeachstripiscalculated,andthe
complianceisobtainedbyintegratingalongthecracktipusingCastigliano'stheorem.Theadaptive
Simpsonquadrature methodisappliedtocalculatingthelocalflexibility duetocrack.The
experimentalresultsprovidedbyNaniwadekar,etal.aregiventoverifythevalidityofthelocal
flexibilityequationsofapipewithstraightpart-throughcrackunderpurebending.

Keywords:crack;damage;strainenergyreleaserate(SERR)theory;localflexibility;anyangle
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