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带有弹性边界支撑梁的多宗量反问题数值求解
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摘要:利用有限元方法,建立了求解带有弹性边界支撑梁的多宗量反问题的数值模型,可对

弹性支撑与本构参数进行单一/组合反演.由正演模型可方便地进行位移对支撑及本构参数

的敏度分析,反问题采用Levenberg-Marquardt算法进行求解.数值验证结果表明,所提出的

模型与方法考虑了噪声和测点位置的影响,是正确可行的.
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0 引 言

如何根据实际情况,合理考虑力学建模中边

界条件的影响,是一个值得探讨的问题[1].建模过

程中边界条件的不准确,将会导致结果的偏差.以
悬臂梁为例,实际情况往往可能是在约束端允许

有小量位移与转角(可被当成一种弹性支撑).如
单纯将约束假设为固支,则计算结果会出现较大

偏差.这时将弹性支撑而不是固支作为边界条件

可能更为合理.问题是如何确定这些等价弹性支

撑的弹性参数.
求解带有弹性元件边界条件的反问题,是确

定这些弹性参数的方法之一.对此国内外已有一

些相关的文献报道,如文献[2]以梁在静力作用下

的挠度为已知信息,利用神经网络对支撑弹簧刚

度进行了识别,但需要大量的网络训练以提高精

度,且没有考虑噪声影响;文献[3]提出以模态参

数作为目标函数用牛顿法识别边界支撑刚度和边

界质量,但没有考虑弯曲相关的弹性支撑;文献

[4]在支撑刚度的识别中,对牛顿法和遗传算法

进行了比较,发现牛顿法对初始解的选取较敏感;
也有不少学者用频率响应函数法识别连接参

数[1],早期的频率响应函数(FRF)法对连接处的

噪声较敏感,文献[5]由此进行了改进;文献[6]探
讨了坐标缩减对频率响应函数法识别结果的影

响;文献[7]对动力弹性边界优化设计的有关问题

进行了综述.
以上工作主要围绕梁弹性边界上相关参数的

反演展开,似未见到弹性边界相关参数与梁本构

参数组合识别的文献报道,而实际问题中,梁的本

构参数可能是未知的或在使用过程中发生变化.
本文通过带有弹性边界梁的静力有限元方程,推
导出梁的弹性边界/本构参数多宗量静力反演数

值 模 型,采 用 L-M(Levenberg-Marquardt)算

法[8~12]进行求解,可同时对弹性边界条件及梁的

本构参数进行识别.

1 控制方程及其有限元离散

图1所示为Bernoulli-Euler梁,梁长为L,集
中力f作用于x =L0 处.

图1 带有弹性支撑的梁

Fig.1 Abeamwithelasticsupports

其控制方程和边界条件为[13]
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其中E 为弹性模量,I为惯性矩,u为梁的横向位

移,k1 和k2 为横向弹性支撑刚度,g1 和g2 为弯曲

弹性支撑刚度.
系统的有限元方程可写为[14]

KY =F (6)
其中K、Y 和F 分别代表总刚度阵、总节点位移向

量和总节点荷载向量.
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m =2,3,…,n-1 (10)
其中G 为单元节点自由度转换矩阵[13],l为单元

长度,N 为二节点Hermite单元的形函数矩阵.

2 模型求解

未知参量ki、gj、Ek 的识别可通过以下泛函

的极小化实现.

z(X)=12∑RT(X)R(X);X=(ki gj Ek)T

(11)
式中:R(X)=yp(X)-ym;yp(X)、ym 分别为节点

位移向量的预测值和测量值;ki 和gj 为未知弹性

支撑参数;Ek 为任意未知单元的弹性模量.
L-M算法中增量的计算公式为

Dn =-((( R(X))T R(X))-μnI)-1×
( R(X))TR(X) (12)

式中

R= (∂yp∂ki
 ∂yp∂gj

 ∂yp∂Ek
) (13)

I为三阶单位矩阵,∂yp
∂ki
、∂yp
∂gj
、∂yp
∂Ek

可由式(6)对反

演参量求导得出:

∂yp
∂ki

=-K-1yp∂K∂ki
(14)

∂yp
∂gj

=-K-1yp∂K∂gj
(15)

∂yp
∂Ek

=-K-1yp∂K∂Ek
(16)

计算流程为[8]

Step1 选取变量初值X0,设置迭代步n=0
及ε(误差容限);

Step2 计算R(Xn)及 R(Xn),通过式(12)
求解Dn;

Step3 Xn+1 =Xn +Dn,并令n=n+1.
Step4 如果‖Dn‖≤ε,则停止迭代;否则

执行Step2.

3 噪声处理 

按照文献[15]的方法注入噪声:

y* = (1+ξNs)y (17)
其中y为不含噪声的已知信息,ξ是一个服从标准

正态分布的随机变量,Ns 表示噪声水平.对于每

一个给定的Ns 都由ξ生成40组y*.
置信区间为

􀭺x±t(β/2,N-1)S
N

其中􀭺x表示反演结果的平均值,S 表示标准差,t
表示N-1个自由度的t-分布,N 表示样本容量,
置信度为1-β.

4 数值算例

算例1 边界条件的影响

考虑图2所示带有弹性支撑的悬臂梁,梁长

L=0.5 m,单 元 长 度l=0.01 m,弹 性 模 量

     

图2 弹性支撑悬臂梁

Fig.2 Acantileverbeamwithelasticsupports
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E=210GPa,惯性矩I=10-6m4,密度ρ=7860
kg/m3,荷载大小f=5000N.u和θ为带有弹性

边界条件梁的位移和转角,u0 和θ0 为相同荷载条

件下固支边界梁的位移和转角.k 为106~1010

N/m,g为104~109N·m/rad[16].表1给出了考

虑不同边界条件下的解.不难看出,随梁端刚度的

减小,边界条件为弹性支撑的解与固支条件的解

相比发生了明显变化.

表1 位移转角比较

Tab.1 Thecontrastofdisplacementandangulardisplacement

k/
(N·m-1)

g/
(N·m·rad-1)

x=0 x=0.5L x=L

u/m θ/rad u/u0 θ/θ0 u/u0 θ/θ0
1×1010 3×108 5×10-7 8.3×10-6 1.0083 1.0037 1.0047 1.0028
1×108 3×106 5×10-5 8.3×10-4 1.8333 1.3733 1.4704 1.2800
1×106 3×104 5×10-3 8.3×10-2 84.3280 38.3333 48.0400 29.0000

算例2 弹性支撑与弹性模量的组合识别

考虑图1所示两端带有弹性支撑的梁,将梁

均匀划分为50个单元,对弹性支撑的刚度k1、g1
和梁的弹性模量E20进行组合反演.Ei=210GPa
(i=1,2,…,19,21,…,50),k2=1×105 N/m,

g2=3×103N·m/rad,L0=0.3m,其他参数与

算例1中相同.
采用3个点的转角作为已知信息,测点位置

和ξ的最大值见表2,计算结果如表3、4所示.

表2 测点位置和ξ的最大值

Tab.2 Thelocationofmeasuringpointsandthe
maximumsofξ

工况 测点位置 ξmax

1 θx=0.03m θx=0.20m θx=0.22m 2.3726

2 θx=0.10m θx=0.20m θx=0.22m 2.3142

表3 10%噪声下弹性支撑和弹性模量的组合识别

Tab.3 Combinedidentificationofelasticsupportsandmodulusofelasticityat10%ofnoise

k1/(N·m-1) g1/(N·m·rad-1) E20/Pa

工况1

工况2

    真实值

初值

反演值

初值

反演值

1.0×107

99982.0±80.4
1.0×107

100110.0±795.1
1.0×105

3.0×105

3051.3±371.9
3.0×105

3257.4±563.6
3.0×103

2.1×1010

(210.6±4.4)×106

2.1×1010

(211.4±3.1)×106

2.1×108

表4 5%噪声下弹性支撑和弹性模量的组合识别

Tab.4 Combinedidentificationofelasticsupportsandmodulusofelasticityat5%ofnoise

k1/(N·m-1) g1/(N·m·rad-1) E20/Pa

工况1

工况2

    真实值

初值

反演值

初值

反演值

1.0×107

99981.0±34.6
1.0×107

99888.0±412.3
1.0×105

3.0×105

2937.0±167.6
3.0×105

2969.5±270.3
3.0×103

2.1×1010

(209.3±2.0)×106

2.1×1010

(209.8±1.5)×106

2.1×108

计算结果表明:当按式(17)考虑噪声的影响

时,本文所提算法可有效地对弹性支撑的刚度和

梁的本构参数进行识别,测点越接近待识别参数

所在单元的位置识别效果越好.

5 结 语

本文的主要贡献是建立了一个梁的弹性边

界/本构参数的静力组合反演数值模型,可同时对

弹性边界条件及梁的本构参数进行识别.数值验

证表明,本文所提出的模型与方法是正确可行的.
在本文工作的基础上,作者正结合有关实验,开展

梁的弹性边界/本构参数的动力组合反演研究,以
期为更合理地确定边界条件/本构参数提供有效

的新方法.
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Numericalsolutionofmulti-variablesinverseproblem
forabeamwithelasticboundarysupports

YANG Hai-tian*, YANG Bo, LI Ha-ting

(StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysisforIndustrialEquipment,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:A numericalmodeltosolvemulti-variablesinverseproblemforabeam withelastic
boundarysupportsispresentedbyfiniteelement method (FEM),eitherelasticsupportsor
constitutiveparameterscanbeidentifiedsinglyorsimultaneously.Theforwardmodelisusedto
facilitatesensitivityanalysisofdisplacementswithrespecttoparametersofelasticsupportsand
constitutiverelationship.TheLevenberg-Marquardtalgorithmisemployedintheprocesstosolvethe
inverseproblem.Theimpactsofdatanoiseandthelocationsofmeasuringpointsonthesolutionsare
takenintoaccount,andtheresultsofnumericalverificationshowthatthenewmodelandmethodare
correctandfeasible.

Keywords:beam;boundarycondition;elasticsupports;Levenberg-Marquardtalgorithm;inverse
problem;constitutiveparameters
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