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基于连接函数的投影寻踪主成分分析
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摘要:基于连接函数的相依度量,提出了一种探索连续型随机向量之间相关关系的方法.
通过连接函数构造的投影指标函数可以给出高维随机向量的投影寻踪主成分分析,并且可以

证明这样得到的最优样本投影方向具有强相合性.此外,又给出了两个以上随机向量之间的

典型相关分析.结果表明所提出的方法具有优良的理论性和实用前景.
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0 引 言

随着现代科技的发展越来越多的数据产生,

其中高维数据的统计分析至关重要,许多在低维

空间中表现优良的传统统计分析方法在高维空间

表现糟糕或根本无法使用,学者们开始考虑降维.

统计中降维的思想有很多,作为一种投影降维方

法,投影寻踪通过将高维数据投影到低维(1~3

维)空间,如2~3维的彩色图像以及计算机屏幕

上显示的点云等可视图形,以此来揭示高维数据

中的隐含规律和结构[1~3].目前,投影寻踪方法已

经被广泛地应用于多元分析领域,如多元回归分

析、聚类分析、判别分析、主成分分析和典型相关

分析等统计方法.

投影寻踪方法的主要步骤是构造一个投影指

标函数,用来选取投影方向.即在已知p维随机向

量X 的n个观察值X1,X2,…,Xn 时,通过投影指

标函 数 计 算 得 出 单 位 投 影 方 向 阵 A =
(α1 α2 … αk)T,1≤k≤p,‖αi‖ =1,i=

1,2,…,k,从而将X投影到k维空间,k=1,2,3.

文献[1~4]分别提出了几种投影指标函数,这些

指标主要用来处理抛物型分布的随机向量,如正

态分布或者t-分布,而且这些指标都是基于线性

相关关系提出的.

在研究相关关系时,当前较多采用的是连接

函数(Copula),它作为联合分布与其一元边际之

间的函数,能够描述非线性相关关系,因而被广泛

应用于经济、金融、保险等领域.通过加工连接函

数,可以获得多种非线性相关的度量指标.本文提

出的投影指标函数正是基于这类相依度量来构造

的,进而对连续型的高维随机向量进行降维,如

L2 度量[5]:

 ‖C‖L2 = (90∫…∫Ik
|Ca1,…,ak

(u1,…,uk)-

u1…uk|2du1…duk)1/2

其中k元函数Ca1,…,ak
(u1,…,uk)是投影后随机变

量aT1X,…,aTkX 间的连接函数.所关心的投影方

向矩阵A使 ‖C‖L2
达到最小值.对于样本形式,

当给定n个向量观测值X1,X2,…,Xn 时,经验连

接函数[6]被用来作为‖C‖L2
中连接函数的样本

估计.AX 是X 的低维线性投影,但此处X 不必具

有线性相依结构.这样通过改变k的值就可以给

出投影寻踪主成分分析方法.这种方法也可看作



是通过连接函数来做独立成分分析,Ma等[7] 提

出了参数连接函数的独立成分分析方法,然而他

们的方法需要提前准确了解参数连接函数的具体

形式,这往往是很难办到的,因此本文选用非参数

的经验连接函数.

此外,两个连续随机向量之间的典型相关分

析也可以通过本文以下思路得到.将aTX 和bTY

之间的连接函数作为‖C‖L2
中的函数C,然后取

极大值点(a,b),那么aTX 和bTY 就是最大相关

的,进一步可以给出第二、三相关方向,而且在以

上两种分析方法中所选用的L2 度量可以换作由

连接函数构造的肯德尔的τ和斯皮尔曼的ρ等秩

相关系数,结论依然成立.

1 投影寻踪分析

为了直观地了解投影寻踪,首先给出一个可

用于投影寻踪分析的连续随机向量的相关结构,

体会如何将高维随机向量X通过AX 投影到低维

空间.

例1 若U1、U2 为两个独立的随机变量,希

望给出随机向量X =

U1+U2
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正如例1,投影寻踪的主要目标是寻找最佳

投影方向,而这是通过投影指标函数来实现的.投

影指标往往是建立在相依度量的基础上,而连接

函数可以用来构造描述非线性相关的相依度量.

本文选取建立在随机变量 X1,X2,…,Xk 的连接

函数和独立连接函数Π =u1…uk 的Lq 距离上的

相依度量.对任意的q,1≤q≤+∞,Lq 距离形式

如下[5]:

‖C‖Lq = (tkq∫…∫Ik
|C(u1,…,uk)-

u1…uk|qdu1…duk )
1/q

(1)

那么投影指标函数可取为q=2时的简化形式:

 h(a1,…,ak)=∫…∫Ik
(Ca1,…,ak

(u1,…,uk)-

u1…uk)2du1…duk (2)

若记X1,X2,…,Xn 为X 的n个观测值,选用经验

连接函数估计式(2)中的连接函数,那么式(2)的

估计形式为

hn(a1,…,ak)=∫…∫Ik
(Ĉa1,…,ak

(u1,…,uk)-

u1…uk )
2

du1…duk (3)

其中Ĉa1,…,ak
(u1,…,uk)是 基 于 样 本(aT1X1,…,

aTkX1),…,(aT1Xn,…,aTkXn)的经验连接函数:

 Ĉa1,…,ak
(u1,…,uk)=

1
n∑

n

i=1
I{F1n(a

T
1X1)≤u1,…,Fkn(a

T
kX1)≤uk}

;

u1,…,uk ∈ [0,1] (4)

其中Fin(x)= 1n∑
n

j=1
I{aTiXj≤x}

是(aTiX1,…,aTiXn)

的经验分布函数,ui ∈R,i=1,2,…,k.若(a1n,

…,akn)是 hn(a1,…,ak) 的 极 小 值 点, 则

(a1n … akn)就是最佳投影方向.

进一步,给出投影寻踪主成分分析方法.投影

寻踪方法即寻找使得投影指标函数达极值的单位

向量,若依次给出相互正交的单位向量,则给出了

所有的主成分.传统的主成分分析可以看作是投

影寻踪的一个特例,即取投影指标函数为样本方

差的情况.不同的投影指标函数对应着不同的投

影寻踪方法.本文的投影指标函数基于连接函数

的相依度量,因而具有刻画非线性相关的特点,其

步骤如下.

Step1 令

hn(a1n,a2n)= max
|a1|=1,|a2|=1

hn(a1,a2)

从而给出前两个主成分aT1nX、aT2nX.
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Step2 固定a1n、a2n,求a3n 使得

hn(a1n,a2n,a3n)= max
|a3|=1,a3⊥a1,a3⊥a2

hn(a1,a2,a3)

从而给出第三个主成分aT3nX.

Step3 如此重复,直至某个主成分使得

hn(a1n,…,akn)取值接近于0为止.这样即依次给

出了各个主成分.

下面给出样本投影方向的相合性结论.不失

一般性,令k=2,即A = (a1 a2)T,样本方向

(a1n a2n).记Ha1,a2
(x,y)表示一维变量aT1X和aT2X

的二维联合分布,其一维边际分布为FaT1X
(x)=

H(x,+∞),GaT2X(y)=H(+∞,y),对应边际密

度为faT1X、gaT2X.对于样本投影方向,Ha1n,a2n
为

aT
1nX 和aT

2nX 的联合分布.记xa1u 、xa2v 分别为aT
1X

和aT
2X的u、v分位数,其中0<u,v<1.在给出

本节主要结论之前,首先列出用到的4个引理.

引理1 若当n→+∞ 时,满足a1n →a1,

a2n →a2,则可得如下两个结论:

(1)对 ∀u,v,Ca1n,a2n
(u,v)→Ca1,a2

(u,v);

(2)对∀u1,u2,v1,v2,满足0<u1<u2<1,

0<v1 <v2 <1,令B= [u1,u2]×[v1,v2],

sup
(u v)∈B

|Ca1n,a2n
(u,v)-Ca1,a2

(u,v)|→0

其中Ca1n,a2n
(u,v)为变量aT1nX 和aT

2nX 之间的连接

函数,Ca1,a2
(u,v)为变量aT1X 和aT

2X 之间的连接

函数.

证明 若a1n →a1,a2n →a2,则有aT1nX
d

 →

aT1X,aT2nX
d

 →aT2X,记号“d

 →
”代表随机变量列

的弱收敛.根据Sklar定理,有

Ca1n,a2n
(u,v)=Ha1n,a2n

(F-1
aT1nX
(u),G-1

aT2nX
(v))

Ca1,a2
(u,v)=Ha1,a2

(F-1
aT1X(u),G-1

aT2X(v))

证毕.

其实引理1的证明可通过aT1nX、aT2nX 的联合

分布弱收敛结果得到.

根据引理1中结论(1)可以得出对任意u、v,

连接函数Ca1,a2
(u,v)相对a1、a2 是连续函数.著

名的非参数秩相关系数肯德尔的τ和斯皮尔曼的

ρ均可由连接函数表示:

τ=4∬I2
C(u,v)dC(u,v)-1

ρ=12∬I2
(C(u,v)-uv)dudv

用Ca1n,a2n
(u,v)估计其中的连接函数,可得到样

本形式的τn、ρn,此时有以下引理.

引理2 在引理1的假设成立时,当n→

+∞,有τn →τ,ρn →ρ.

引理2的证明方法可参见文献[8]中定理

5.1.9的证明.

引理3 取0<u1<u2<1,对∀u∈Bu =

[u1,u2],记FaTX 的u 分位数为xa
u,假设

(1)∃δ1 >0,inf
a
faTX(xa

u)>δ1 >0;

(2)faTX(x)在xa
u 处等度连续(对 ∀ε>0,

∃δ>0,当|y-xa
u|<δ时,sup

a
|faTX(y)-

faTX(xa
u)|<ε);

则

sup
a

|(F-1
aTX)-1n (u)-F-1

aTX(u)|→0,

a.s.;n→+∞

证明 只给出如下情形的证明过程,当u=

1
2

时,sup
a

|ma
n-ma|→0,a.s.,其中ma

n、ma 分别

为(FaTX)n、FaTX 的u=12
分位数.而(FaTX)n 是对

应FaTX 的经验分布.

采取反证法来证明.假设sup
a

|ma
n-ma|→0,

a.s.不成立,则存在集合C,P(C)>0,∀ω∈C,

使得sup
a

|ma
n(ω)-ma| 0.即 ∃ε0 >0,对

∀N,∃n≥N,对某一个a',|ma'
n(ω)-ma'|>ε0.

若假设(2)成立,取δ2 =δ∧ε0,于是ma'
n(ω)>

ε0+ma' >δ2+ma',ma'
n(ω)<ma'-ε0<ma'-δ2.

若假设(1)也成立,同时取ε= 1
3δ1
,那么只要

y∈(ma' -δ,ma' +δ),则

fa'TX(y)>-ε+fa'TX(ma')>

-13δ1+δ1 = 23δ1
(5)
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由于只要y∈(ma'-δ2,ma'+δ2),(ma'-δ2,ma'+

δ2)⊂ (ma' -δ,ma' +δ),故式(5)也成立.于是

|Fa'TX(ma'
n(ω))-Fa'TX(ma')|=

∫
ma'
n (ω)

ma' fa'TX(t)dt≥∫
ma'+δ2

ma' fa'TX(t)dt> 23δ1δ2 >0
;

 ma'
n(ω)≥ma'

∫
ma'

ma'
n (ω)

fa'TX(t)dt≥∫
ma'

ma'-δ2
fa'TX(t)dt> 23δ1δ2 >0

;

 ma'
n(ω)<ma'

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

但是

sup
a

|FaTX(ma
n)-FaTX(ma)|≤Sn +Tn

其中Sn =sup
a

|FaTX(ma
n)-(FaTX)n(ma

n)|,Tn =

sup
a

|(FaTX)n(ma
n)-FaTX(ma)|.

由于

sup
a

|(FaTX)n(x)-FaTX(x)|=

sup
a

|PnI{aTX≤x}-PI{aTX≤x}|=

sup
a

|PnI{aTX-x≤0}-PI{aTX-x≤0}|=

sup
g∈G

|PnI{g≤0}-PI{g≤0}|→0,a.s.

其中g为一个有限维映射,根据文献[9]中引理

18和定理21,收敛成立.故Sn →0,a.s..由于

FaTX(ma)= 1
2
,且

[n/2]
n ≤ (FaTX)n(ma

n)≤

[n/2]+1
n

,有Tn≤1n →0.
于是,sup

a
|FaTX(ma

n)-

FaTX(ma)|→0,a.s..这与开始的假设矛盾,因此

sup
a

|ma
n -ma|→0,a.s..

引理4 除了引理3的假设(1)、(2),若更有

假设:

(3)FaTX 等度连续(对 ∀ε>0,∃δ'>0,当

|x1-x2|<δ',sup
a

|FaTX(x1)-FaTX(x2)|<ε);

则

sup
u∈Bu
sup

a
|(F-1

aTX)-1n (u)-F-1
aTX(u)|→0,

a.s.;n→+∞

证明 在假设(3)条件之下,由引理1的证明

方法,令Ka
1 =F-1

aTX(u1),Ka
2 =F-1

aTX(u2),用δ3 =

δ'∧ε/2来分割区间(Ka
1-δ3,Ka

2+δ3).分点为

Ma
1 = Ka

1 -δ3,Ma
2 = Ka

1,…,Ma
[(Ka

2-Ka
1)/δ3]+3 =

Ka
2+δ3.当 Ma

i ≤ F-1
aTX(u)≤ Ma

i+1 时,令t=

F-1
aTX(u).由引理3,对 ∀ε>0,∃N,使得

(FaTX)-1n (u)-F-1
aTX(u)≤

(FaTX)-1n FaTXMa
i+1-t=

(FaTX)-1n FaTXMa
i+1-Ma

i+1+Ma
i+1-t≤

(FaTX)-1n FaTXMa
i+1-

(FaTX)-1FaTXMa
i+1+Ma

i+1-t≤

sup
a

|(FaTX)-1n FaTXMa
i+1-

(FaTX)-1FaTXMa
i+1|+δ3 <

ε/2+δ3 ≤ε;n>N

另一方面,≥ 同时成立.于是|(FaTX)-1n (u)-

F-1
aTX(u)|<ε.进一步,

sup
a
sup
u∈Bu

|(F-1
aTX)-1n (u)-F-1

aTX(u)|=

sup
a

sup
Ka
1≤F-1

aTX(u)≤Ka
2

|(F-1
aTX)-1n (u)-F-1

aTX(u)|=

sup
a
[ max
1≤i≤

Ka
2-Ka

1
δ3

[ ]+3

sup
Ma
i≤FaTX(u)≤Ma

i+1

|(F-1
aTX)-1n (u)-

F-1
aTX(u)|]≤ε

在以上基础之上,最优投影方向(a1n a2n)的强相

合性可以给出.

定理1 假 设 作 为h(a1,a2)的 极 小 值 点

(a10 a20)具有唯一性,且假设:

(1)对任意u、v,存在δ1 >0,δ2 >0,使得

inf
a1

faT1X(xa1u )>δ1 >0且inf
a2

gaT2X(xa2v )>δ2>0;

(2)对任意u、v,faT1X(x)在点xa1u 处等度连

续,gaT2X(x)在点xa2v 处等度连续;

(3)FaT1X 和GaT2X 等度连续;

则

(a1n a2n)→ (a10 a20),a.s.;n→+∞

证明 利用文献[9]第2章中问题4的证明

方法,只需验证sup
(a1,a2)

|hn(a1,a2)-h(a1,a2)|→

0,a.s..若 令 Ca1,a2
(u,v)= H((FaT1X)-1n (u),

(GaT2X)-1n (v)),首先考虑

 sup
(u v)∈B

sup
(a1,a2)

|Ĉa1,a2
(u,v)-Ca1,a2

(u,v)|≤
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Sn +Tn

其中Sn= sup
(u v)∈B

sup
(a1,a2)

|Ĉa1,a2
(u,v)-Ca1,a2

(u,

v)|,Tn = sup
(u v)∈B

sup
(a1,a2)

|Ca1,a2
(u,v)-Ca1,a2

(u,

v)|.

对于第一项Sn,根据定义

Ĉa1,a2
(u,v)=1n∑

n

i=1
I{(FaT1X)n(a

T
1Xi)≤u,(GaT2X)n(a

T
2Xi)≤v}=

1
n∑

n

i=1
I{aT1Xi≤(FaT1X)

-1
n (u),aT2Xi≤(GaT2X)

-1
n (v)}

利用经验过程方法,记

Pnf = 1n∑
n

i=1
I{aT1Xi≤x,a

T
2Xi≤y}

根据经验过程的一致强大数定律,

sup
f

|Pnf-Pf|→0,a.s.

则Sn =sup|Ĉa1,a2
(u,v)-Ca1,a2

(u,v)|→0,

a.s..另一方面根据引理4,

Tn= sup
(u v)∈B

sup
(a1,a2)

|Ca1,a2
(u,v)-Ca1,a2

(u,v)|=

sup
(u v)∈B

sup
(a1,a2)

|H((FaT1X
)-1n (u),(GaT2X

)-1n (v))-

H(F-1
aT1X(u),G

-1
aT2X(v))|→0,a.s.

于是 sup
(u v)∈B

sup
(a1,a2)

|Ĉa1,a2
(u,v)-Ca1,a2

(u,v)|→0.

那么

 sup
(a1,a2)

|hn(a1,a2)-h(a1,a2)|=

sup
(a1,a2)

|∫∫I2
[(Ĉa1,a2

(u,v)-uv)2-

(Ca1,a2
(u,v)-uv)2]dudv|=

sup
(a1,a2)

|∫∫I2
(Ĉa1,a2

(u,v)-Ca1,a2
(u,v))×

(Ĉa1,a2
(u,v)+Ca1,a2

(u,v)-2uv)dudv|≤

4∫∫I2
sup
(u v)∈B

sup
(a1,a2)

|Ĉa1,a2
(u,v)-

Ca1,a2
(u,v)|dudv→0,a.s.

注1 定理1对h(a1,a2)具有唯一极小值点

的条件并不一定是一个点,可取为一个集合.利用

文献[9]第2章中问题1的讨论,记D为h(a1,a2)

的最小值点集合,则在D 上可以建立如定理1的

结论,只要满足(a1n,a2n)收敛到集合D 中的某个

点以概率1成立.

2 典型相关分析

本章考虑另外一种多元分析方法,随机向量

之间的典型相关分析,这是一种研究向量X 和Y

之间多元相关关系的方法.受主成分分析思想的

启发,把两个随机向量之间的相关性转化为两个

变量的相关性来考虑,即考虑它们的线性组合之

间的相关性.做法如下:首先寻找单位相关方向向

量a、b,从而得到线性组合aTX 和bTY,此时随机

向量X 和Y 满足最大相关,称a、b为第一对典型

变量.然后可以给出第二对典型变量、第三对典型

变量 … 这样通过研究相关性较大的几对典型变

量来了解两个高维随机向量之间的相关关系,问

题得以简化,从而易于抓住本质.

典型相关分析要借助于一个相依度量指标函

数来给出单位相关方向向量,这里的指标函数是

完成分析的关键.指标函数(2)在本章同样适用,

不过由于是考虑最大相关,因此要找极大值点来

确定单位相关方向向量.这里完成全部典型相关

分析的步骤与上章类似,因此不再重复.下面主要

给出样本形式的渐近性质,若X1,X2,…,Xn,Y1,

Y2,…,Ym 是n+m个分别来自X 和Y的观测值向

量,最优方向(an bn)可以取为式(3)的极大值

点.仿照上章可以给出(an bn)的强相合性结果.

定理2 若作为指标函数h(a,b)的极大值

点(a0 b0)具有唯一性,且满足如下假设:

(1)对任意u、v,存在δ1 >0,δ2 >0,使得

inf
a
faTX(xau)>δ1 >0,且inf

b
gbTY(yb

v)>δ2 >0;

(2)对任意u、v,faTX(x)在点xa
u 处等度连

续,gbTY(y)在点yb
v 处等度连续;

(3)FaTX 和GbTY 等度连续;

则

(an bn)→ (a0 b0),a.s.;n→+∞

此定理的证明过程与定理1的证明一样.

实际上本文的指标函数也可以换做其他的由

连接函数构造的秩相关系数,如肯德尔的τ和斯
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皮尔曼的ρ等,它们的k维形式为[10]

τ= 1
2k-1-1[2k∫Ik

C(u1,…,uk)dC(u1,…,uk)-

1]

ρ= k+1
2k-(k+1)[2k-1×

(∫Ik
C(u1,…,uk)dΠ(u1,…,uk)+

∫Ik
Π(u1,…,uk)dC(u1,…,uk)) -1]

3 结 语

连接函数刻画了随机变量之间的相关性,本

文用其构造了两种多元分析方法:投影寻踪主成

分分析和典型相关分析.同时证明了其强相合性,

因此这种构造方法具有较好的理论基础.据此可

以看出,这两种方法具有丰富的应用前景.
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AnalysesofprojectionpursuitprincipalcomponentsbasedonCopulas

WANG Xiao-guang, SONG Li-xin*

(SchoolofMathematicalSciences,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Anapproachtoexploringthedependencerelationofcontinuousrandom vectorsis
presentedbasedonthedependencemeasureconstructedbyCopula.Copulaisusedtoconstructthe

indexfunctionintheanalysesoftheprojectionpursuitprincipalcomponentswithhigh-dimensional

randomvector,andtheobtainedoptimalprojectiondirectionsarestrongconsistency.Inaddition,the

canonicalcorrelationanalysesoftwoormorerandomvectorsarediscussed.Theconclusionsshowthat

theproposedmethodhasexcellenttheoreticalpropertiesandpracticalprospects.

Keywords:projectionpursuit(PP);Copula;empiricalCopula;analysesofprincipalcomponents;

canonicalcorrelationanalysis
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