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逆系统轨迹控制二级倒立摆自动摆起

张 永 立*, 程 会 锋, 李 洪 兴

(大连理工大学 电子信息与电气工程学部,辽宁 大连 116024)

摘要:将逆系统轨迹控制应用于二级倒立摆的自动摆起控制系统,离线求解非线性方程两

点边值问题,得到系统的参考轨迹;采用逆系统前馈控制和基于 H∞ 控制的增益调度反馈控

制对参考轨迹进行精确跟踪,实现二级倒立摆的自动摆起;当两摆杆摆起到竖直倒立位置

后,采用变增益 H∞反馈控制器进行稳定控制.仿真实验结果表明,该方案在较短的摆起时间

内实现了二级倒立摆两摆杆的自动摆起,稳定性和鲁棒性明显提高.
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0 引 言

倒立摆系统具有强非线性和不确定性,并且

对外部干扰极其敏感,是广泛用于教学和理论研

究的典型平衡控制范例和欠驱动控制系统.另外,

倒立摆的研究对工业过程中的控制问题具有一定

的指导意义和应用价值.目前,关于倒立摆的研究

主要分为两个方面:一是倒立摆系统的稳定控

制[1~4],二是倒立摆系统的自动摆起控制[5~14].对

二级倒立摆控制系统的研究成果很多,李祖枢等

采用仿人智能控制方法,实现了二级倒立摆系统

的自动摆起控制[9、11].逆系统方法[10、15~18]是直观

实用的非线性控制方法,文献[10、15、16]对逆系

统轨迹控制方法的应用进行了研究,并结合基于

LQR的增益调度反馈控制实现了二级倒立摆的

自动摆起.
与文献[10]不同,本文采用逆系统前馈控制

与 H∞增益调度反馈控制相结合来实现二级倒立

摆的自动摆起,并设计变增益 H∞ 反馈控制器在

稳摆控制阶段进行稳定控制.

1 模型建立

二级倒立摆主要由小车、摆杆1、摆杆2组

成,它们之间自由链接,如图1所示.a为小车的

加速度,x为小车的位移,θi(i=1,2)为摆杆i与

摆杆竖直方向的夹角,Oi、Gi 为摆杆i的链接点与

质心的位置.二级倒立摆系统的具体物理参数见

表1.

图1 二级倒立摆系统简化结构

Fig.1 Thesimplifiedstructureofthedouble

invertedpendulum



表1 二级倒立摆物理参数

Tab.1 Physicalparametersofthedoubleinverted

pendulum

物理参数 参数值

摆杆1的质量m1/kg 0.2200

摆杆2的质量m2/kg 0.1870

摆杆1的长度L1/m 0.49

摆杆2的长度L2/m 0.50

摆杆1的质心G1 到O1 的距离l1/m 0.304

摆杆2的质心G2 到O2 的距离l2/m 0.226

摆杆1的转动惯量J1/(kg·m2) 0.004963

摆杆2的转动惯量J2/(kg·m2) 0.004824

铰链O1 的摩擦阻力矩系数f1/(N·s·m) 0.007056

铰链O2 的摩擦阻力矩系数f2/(N·s·m) 0.002646

采用分析力学中的Lagrangian方程建模,得
到如下二级倒立摆模型.
 x ··=a,

b1θ
··
1+a2L1cos(θ2-θ1)θ

··
2 =

-(f1+f2)θ
·
1+f2θ

·
2+a1L1θ

·
2
2sin(θ2-θ1)+

a1gsinθ1-a1x ··cosθ1,

a2L1cos(θ2-θ1)θ
··
1+b2θ

··
2 =

-a2L1θ
·
2
1sin(θ2-θ1)+f2θ

·
1-f2θ

·
2+

a2gsinθ2-a2x ··cosθ2 (1)

式中:a1 ≜m1l1 +m2L1,a2 ≜m2l2,b1 ≜J1 +
m1l21+m2L21,b2 ≜J2+m2l22.

于是,方程组(1)可以写成

x ··=a (2)

θ
··

=α(θ,θ
·
,a) (3)

其中θ= (θ1 θ2)T,向量函数α= (α1 α2)T.取

状态向量x=(x θ1 θ2 x · θ
·
1 θ

·
2)T,根据式

(2)、(3)容易得到n=6维的二级倒立摆的状态

方程

x ·=f(x,a) (4)

其中向量函数f= (f1 f2 … f6)T.

2 控制器的设计

二级倒立摆自动摆起控制有两个控制阶段.
首先,将两摆杆从悬垂位置摆起到竖直倒立位置;

其次,将两杆稳定在倒立平衡位置.本文采用基于

逆系统的前馈控制和 H∞增益调度反馈控制相结

合的两自由度 (2DOF)控制策略进行摆起控制;

在两摆杆摆起到倒立位置后,问题转化为平衡控

制问题,采用变增益 H∞ 反馈控制来实现对倒立

摆的稳定控制.如图2所示,图中x、x* 分别为小

车位移的实际轨迹和参考轨迹,θ、θ* 分别为摆杆

摆角的实际轨迹和参考轨迹.
2.1 逆系统前馈控制

逆系统方法作为反馈线性化方法的一种,是
比较直观且实用的非线性控制方法,广泛应用于

工业机器人控制、过程控制及航天飞行器等领域.
所谓系统Σ的逆系统Π,就是指以系统Σ 预期的

输出y*(t)作为系统Π的输入来产生系统Σ的控

制a*(t),以驱动原系统Σ,从而使得其输出y(t)
与所希望的输出y*(t)一致,即y(t)=y*(t).

针对二级倒立摆的数学模型,将方程(2)作

为系统的输入输出动态,其中,a 为系统的输入

量,x为系统的输出量.很明显x ··=a,那么可得系

统的相对度r=2.方程组(3)是系统的内部动态.
因此,如果给定某摆起轨迹x*,使得该控制系统

严格沿着轨迹x* 运动,那么,根据逆系统轨迹控

制原理,前馈控制可取

a*(t)=x ··*(t) (5)

图2 二级倒立摆的自动摆起和稳定控制框图

Fig.2 Theblockdiagramofswing-upandstabilizingofthedoubleinvertedpendulum
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这时总有x=x* 成立.如何获得合理的参考轨迹

x* 是以下要讨论的问题.
2.1.1 两点边值问题 二级倒立摆系统在有限

时间t∈ [0,T]内,从静止悬垂状态自动摆起到

竖直倒立位置的过程满足如下边值条件:

x(0)=0,x ·(0)=0,

θ(0)= (-π -π)T,θ
·
(0)=0 (6)

x(T)=0,x ·(T)=0,θ(T)=0,θ
·
(T)=0 (7)

其中式(6)为初值条件,式(7)为终值条件.另外,

根据硬件的性能,并考虑到二级倒立摆控制系统

的强不稳定性,在摆起过程中小车的运动轨迹须

满足

|x|≤0.8m,|x ·|≤5m/s,|x ··|≤20m/s2

(8)

将a*(t)=x ··*(t)代入式(3),得

θ
··

=α(θ,θ
·
,x ··*)

令

θ* = (θ* θ
·
*)T = (θ*1  θ*2  θ

·
*
1  θ

·
*
2 )T

则得

θ
 ·
* =α(θ*,θ

·
*,x ··*) (9)

这里α= (α1 α2 α3 α4)T.边值条件如下:

θ*(0)= (-π -π)T,θ*(T)=0,

θ
·
*(t)|t=0

t=T =0 (10)

很显然方程(9)和条件(10)是一个超定非线

性两点边值问题.求解超定两点边值问题时需要

n-r=4个附加参数才能求解.一般地,设参考轨

迹函数为

x* =η(t,b)

其中b= (b1 b2 b3 b4),为附加自由参数.

2.1.2 参考轨迹 参考轨迹x* =η(t,b)的设

计方法很多,一般情况下要求输入a*(t)连续,因
此η(t,b)必须满足r(r=2)次可微.常用的轨迹

方程有多项式函数和余弦级数.

x*(t)=a0 t
T

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+a1 t
T

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

+∑
n-r

i=1
bi

t
T

æ

è
ç

ö

ø
÷

i+3

(11)

x*(t)=a0+a1cosπtT
æ

è
ç

ö

ø
÷+∑

n-r

i=1
bicos

(i+1)πt
T
(12)

其中式(11)为多项式函数,式(12)为余弦级数.

考虑到在数值计算上余弦级数的稳定性比较好,

因此这里选用余弦级数来设计参考轨迹函数

x* =η(t,b).此外,由条件(10)可得

η(0,b)=0,η(T,b)=0
于是有

a0 =-b1-b3,a1 =-b2-b4
将式(12)代入式(9),利用函数bvp4c解得随时间

t变 化 的 参 考 轨 迹θ*(t)和 自 由 参 数 b =
(b1 b2 b3 b4).再由式(12)得到x*,进而求出

x ·* 和x ··*.于是根据方程(5)就可以很容易得到前

馈控制a*.
分别选取T为1.9、2.2、2.5s时,得到的参考

轨迹如图3所示;表2为对应于摆起时间T 的自

由参数b= (b1 b2 b3 b4).

图3 x*为余弦级数时二级倒立摆自动摆起

参考轨迹

Fig.3 Referencetrajectoriesfortheswing-upof

thedoubleinvertedpendulumwhenx*isa

cosineseries

表2 对应于不同T 的自由参数b
Tab.2 FreeparameterbcorrespondingtoT

T/s b1 b2 b3 b4

1.9 -0.098 0.765 0.120 -0.370
2.2 0.127 0.251 -0.104 -0.163
2.5 0.249 0.253 -0.147 -0.162

由图3可以看出,T 是一个重要的参数,它的

选择受条件(8)和方程(9)的限制.T 的取值对

x* 有很大影响.由于受机电系统响应速度的限

制,T 取值不能太小,否则将导致失控;此外,目
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前只能通过数值方法得到常微分方程两点边值的

数值解,受此限制,T 也不能取值过小,否则将会

导致两点边值问题无解,或者得到一个不合实际

的解,同样使系统不能得到有效控制.在数值求解

过程中,如果增大T的取值,在实际控制中将使得

摆杆摆起的时间延长.由于各摆杆之间为无约束

自由链接,如果摆起时间太长,则会引起摆杆摆起

的空中姿态失调,从而导致控制失败.因此,T 的

取值不能太大.由图3可知,当T =1.9s时参考

轨迹的振幅明显超出了约束条件(8)的要求;当

T=2.5s时,小车的移动范围明显增大.因此,根
据以上分析选择T =2.2s.

需要注意的是,在使用bvp4c函数求解常微

分方程的两点边值问题时,网格点tk ∈ [0,T]的

数量要设置合理,并且要采用合理的方法估计网

格点上的初值θt=tk
,本文网格点数量选取为5,并

采用两点三次埃尔米特插值方法进行初值估计.
2.2 H∞ 增益调度反馈控制

在摆起时间t∈ [0,T]内,将二级倒立摆系

统(4)沿着参考轨迹,通过泰勒展开方法进行线

性化得其状态空间方程:

Δx ·=A(t)Δx+B(t)Δa;t∈ [0,T](13)

其中Δx=x* -x,A(t)=∂f∂x x*,a*
,B(t)=

∂f
∂a x*,a*

.

考虑到实际系统中具有许多不确定因素,例
如系统参数的测量误差、小车轨道上的干摩擦、电
气系统的输出误差等.这里假设小车轨道上的干

摩擦为外界不确定干扰w,可以将方程(13)变为

如下广义被控对象:

Δx ·=A(t)Δx+B1(t)w+B2(t)Δa
z=C1Δx+D12a

y=C2Δx
Δa=KΔx

(14)

其 中 - B1(t) = B2(t) = B(t),D12 =
(0 0 0 0 0 1)T,C2=diag{1,1,1,1,1,1}.
取加权矩阵(这里矩阵退化为常数)R =5,C1 =

diag{10,500,500,0,0,0}.
当倒立摆两摆杆从静止下垂状态摆起到竖直

倒立位置后,问题就转化成了平衡控制问题,这时

相当于参考轨迹为x* =0,Δx=0-x=-x,那

么广义被控对象(14)就转化为

x ·=A(T)x+B1(T)w+B2(T)a
z=C1x+D12a

y=C2x
a=-Kx

(15)

其中当T =2.2s时,有

A(T)=

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0  38.526 -14.797 0 -0.335  0.160
0 -55.500  50.157 0  0.666 -0.415

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

(16)

B2(T)= (0 0 0 1 -2.419 0.545)T

(17)

容易验证(A(T) B2(T))可控,(C2 A(T))可观.
通过迭代试算取γ=1.12,使得 ‖Tzw‖∞ <γ,这
里,Tzw 为由w至z的闭环传递函数矩阵,即Tzw =
(C1+D12K)(sI-A-B2K)-1B1,其中s为拉普拉斯

算子,I为单位矩阵.求解如下代数黎卡提方程:

 

P(T)A(T)+AT(T)P(T)+
γ-2P(T)B1(T)BT

1(T)P(T)-
P(T)B2(T)R-1BT

2(T)P(T)+CT
1C1 =0

(18)

得到状态反馈矩阵

K=R-1BT
2(T)P(T) (19)

当γ→ ∞ 时,则得到的 H∞ 反馈控制就是 Q =
CT
1C1,R=5,B=B2 时的LQR状态反馈控制,可

以说 H∞ 反馈控制是LQR控制的推广.因此,本
文将H∞ 最优反馈控制推广到二级倒立摆自动摆

起的轨迹跟踪控制中.针对广义被控对象(14),离
线逆时间方向求解如下微分黎卡提方程:

-P
 ·(t)=P(t)A(t)+AT(t)P(t)+

γ-2P(t)B1(t)BT
1(t)P(t)-

P(t)B2(t)R-1BT
2(t)P(t)+CT

1C1 (20)

P(T)=M (21)

其中初值条件(21)可以通过求方程(18)得到.于
是得到反馈增益矩阵P(t),t∈ [0,T],从而有

K(t)=R-1BT
2(t)P(t);t∈ [0,T] (22)

反馈增益矩阵K(t)随时间变化的曲线如图4所

示.
于是,可以得到二级倒立摆系统自动摆起过
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程中的反馈控制如下:

Δa=K(t)(x* -x)=

(k1 k2 … k6)

x* -x
θ*1 -θ1
θ*2 -θ2
x ·* -x ·

θ
·
*
1 -θ

·
1

θ
·
*
2 -θ

·
2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

T

(23)

考虑逆系统前馈控制(5)得到二级倒立摆系

统自动摆起控制如下:

a=a* +Δa=a* +K(t)(x* -x)(24)

图4 反馈增益矩阵K(t)曲线

Fig.4 ThecurvesoffeedbackgainmatrixK(t)

2.3 变增益H∞ 反馈控制器

两摆杆摆起到竖直位置后,需要进行稳定控

制,这是一个无穷时间状态调节器问题.为此,本

文设计了变增益H∞ 反馈控制器对二级倒立摆进

行稳定控制.该控制器是一种新型的增益调度反

馈控制器,在每个控制周期 (采样间隔)内,根据

采样或者计算得到的系统状态值,把非线性系统

线性化为线性定常系统,然后再针对这个线性定

常系统构建 H∞ 反馈控制器,在线求解代数黎卡

提方程,得到随系统状态变化而变化的反馈增益

矩阵,从而使得控制更为精确.
在二级倒立摆两摆杆处于竖直倒立位置的稳

定控制过程中,受各种不确定因素的影响,系统的

各状态变量不会完全收敛为零,而是在一定的范

围内波动,因此该过程是一个受控稳定的过程.在
这个过程中,位移x和摆角θi 可以通过光电编码

器获得,再利用差分方法就可得到x ·和θ
·
i,记采样

时刻的系统状态为x̂,于是得到实时状态

x̂= (x̂ θ̂1 θ̂2 x̂
 ·

 θ̂
 ·

1 θ̂
 ·

2)T

根据二级倒立摆模型(2)~ (4),可得系统的

状态方程和输出方程

x ·=f(x,a)

y=x
(25)

记

A(x,a)≜∂f∂x
,B(x,a)≜∂f∂a

(26)

经过数学推导并舍去其中的高阶无穷小项,可以

看出雅可比矩阵∂f
∂x
、∂f
∂a

只与状态x 有关,而与控

制输入a无关.因此可以将A(x,a)、B(x,a)分别

简记为A(x)、B(x).
在平衡点附近,系统(25)在采样点上的线性

化方程为

x ·=Âx+B̂a+σ

y=x
(27)

其中Â、B̂分别为雅可比矩阵

Â≜A(x)|x=x̂,B̂≜B(x)|x=x̂ (28)

σ=f(x̂,â)-(Âx̂+B̂â),这里â为当前采样时刻

的控制量.
当x̂=0,â=0时,σ=0,方程(27)转化为平

衡点上的线性系统

x ·=Aox+Boa

y=x
(29)

其中Ao≜A(x)|x=0,Bo≜B(x)|x=0,具体数值分

别同式(16)和(17).
取可控性矩阵

Uc(x)= (B(x) A(x)B(x) … A5(x)B(x))
(30)

当x = 0,即 x =0,θi =0(i =1,2)时,有

rank(Uc(x)|x=0)=6,因此,可知(Ao Bo)可控.
为了方便,记平衡点的邻域为 B(0,ε),根据可控

性判据,当x∈B(0,ε)时,如果det(Uc(x))≠0,
则rank(Uc(x)|x)=6,那么可得系数矩阵对

(A(x) B(x))可控.通过计算发现det(Uc(x))

与小车的位移无关,与摆角θ1、θ2 有关.当x∈
B(0,ε)时,det(Uc(x))与θ1、θ2 之间的函数关系

如图5所示.由图5可知,当x̂ ∈ B(0,ε)时,

det(Uc(x))≠0,也就是说(Â B̂)可控.因此可
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以得到如下结论:如果系统在平衡点线性化的系

数矩阵(Ao Bo)可控,那么当x̂∈B(0,ε)时,基

于采样点线性化的系数矩阵(Â B̂)也可控.

图5 平衡点附近det(Uc(x))与θ1、θ2 之间的函

数关系

Fig.5 Thefunctionalrelationshipbetweendet(Uc(x))

andθ1,θ2neartheequilibriumpoint

因为(Â B̂)可控,所以存在反馈增益矩阵K

使得(Â-B̂K)为Hurwitz矩阵,显然(Â-B̂K)是
可逆的.令a=-Kx,则有

x ·= (Â-B̂K)x+(Â-B̂K)(Â-B̂K)-1σ,

y=x (31)
即

x ·= (Â-B̂K)(x+(Â-B̂K)-1σ)

y=x
(32)

令

x=x+(Â-B̂K)-1σ,a=a-K(Â-B̂K)-1σ
得

x 
·
=Âx+B̂a

y=x
(33)

同样考虑到小车上的外界不确定干扰w,可以将

方程(33)变为如下广义被控对象:

x 
·
=Âx+B̂1w+B̂2a

z=C1x+D12a

y=C2x
a=-Kx

(34)

其中-B̂1 =B̂2 =B̂.

方程(34)就是基于任意采样点x̂的H ∞ 反馈

控制问题.通过在线求解如下代数黎卡提方程:

  PÂ+ÂTP+γ-2PB̂1B̂T
1P-

PB̂2R-1B̂T
2P+CT

1C1 =0 (35)

得到

K=R-1B̂T
2P (36)

由于反馈增益矩阵K 随系统状态实时变化,该控

制器具有比较强的自适应性和鲁棒性.
变增益H∞ 控制器的关键在于实时求解代数

黎卡提方程(35).很多人讨论了黎卡提方程的求

解方法[19~21],克莱曼迭代法和舒尔方法是目前广

泛用于求解代数黎卡提方程的数值算法.大量的

实时计算和数据存储是这些算法在实际应用中的

主要障碍,本文基于舒尔方法设计了一个快速求

解黎卡提方程的算法,用C语言代码编制程序,并
在倒立摆的实物系统控制中应用成功.该算法主

要包括以下过程:
(1)构造哈密顿矩阵;
(2)将哈密顿矩阵正交化为海森伯格形矩

阵;
(3)采用双步隐式 QR分解将矩阵化为实

Schur形矩阵;
(4)对实Schur形矩阵进行复分解,将其化为

严格上三角矩阵;
(5)根据正交变换矩阵得到代数黎卡提方程

的解矩阵P,从而得到反馈增益K.

3 仿真结果

为了 验 证 本 文 控 制 方 案 的 有 效 性,利 用

Matlab进行了仿真实验.图6为二级倒立摆自动

摆起控制的仿真曲线,其中a、x ·和x分别表示小

车的控制量(加速度)、小车的速度和小车的实际

位移;a*、x ·* 和x* 分别表示小车加速度、小车速

度和小车位移的参考轨迹;θi 和θ*
i (i=1,2)分

别表示摆角的输出轨迹和参考轨迹.仿真结果表

明采用本文的控制方案能够实现对参考轨迹的精

确跟踪,并在较短的时间内将两摆杆摆起到倒立

位置.
实际上,由于实际系统存在测量误差、结构误

差以及电气系统的输出误差等,倒立摆系统的数

学模型与实际系统存在不可避免的偏差.因此,离
线或者在线求得的控制数据与实际控制系统不可

能完全匹配.为了验证本文控制方案的鲁棒性,在
控制参数和数据不变的情况下,改变控制对象的

物理参数来进行仿真,并在相同条件下与文献
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[10]的控制方案进行了对比.

图6 二级倒立摆自动摆起控制的仿真曲线

Fig.6 Simulationcurvesfortheswing-upcontrol

ofthedoubleinvertedpendulum

因为在系统建模时,摆杆的质心位置、转动惯

量和轴承的摩擦因数这几个物理量的测量误差比

较大,所以,下面的仿真实验中,假设质心位置、转

动惯量、摩擦因数的误差分别为+5%、+10%、

+10%(实际误差一般不会超过±5%).图中aLQR
表示文献[10]中的控制方案(即逆系统前馈与基

于LQR反馈控制相结合)中的控制量a,aH∞
表示

本文的控制方案(即逆系统前馈与基于 H∞ 反馈

控制相结合)中的控制量a,其他参数符号意义与

此相同.如图7所示,在控制参数与实际系统有相

当大的偏差时,本文的控制方案仍然能实现比较

精确的轨迹跟踪,只有小车位移轨迹xH∞
偏差较

大,但仍能满足约束条件(8),精度优于xLQR.仿

真结果表明本文的控制方案具有较好的鲁棒性.

图7 具有模型偏差的仿真曲线

Fig.7 Simulationcurvesofadeviationmodel

4 结 论

本文针对二级倒立摆自动摆起控制问题,通
过离线求解常微分方程的两点边值问题,得到系

统摆起的参考轨迹;设计了 H∞ 增益调度反馈控

制器以保证对摆起轨迹的精确跟踪和摆起控制的

鲁棒性;此外,设计了变增益 H∞反馈控制器使二

级倒立摆的两个摆杆保持竖直倒立.变增益 H∞

反馈控制器的反馈增益随状态的变化而实时变

化,因此从自动摆起到稳定控制过渡自然,不会引

起系统的抖振.实验表明,该方案能够实现二级倒

立摆的自动摆起,而且稳定性和鲁棒性明显提高.
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Automaticswinging-upofdoubleinvertedpendulum
byinversion-basedtrajectorycontrol

ZHANG Yong-li*, CHENG Hui-feng, LI Hong-xing

(FacultyofElectronicInformationandElectricalEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Inversion-basedtrajectorycontrolisappliedtoswingupadoubleinvertedpendulum.The
referencetrajectoriesofswing-upareobtainedbysolvinganonlineartwo-pointboundaryvalue

problem (BVP)off-line.Theinversion-basedfeed-forwardcontrolcombined with H∞ gain-

scheduling-basedfeedbackcontrolisusedtoaccuratelytrackthereferencetrajectories,andtheswing-

upofadoublependulumisachieved.Avariable-gainH∞feedbackcontrollerisdesignedtostabilize

thedoubleinvertedpendulum whenthetworodsareswungup.Simulationresultsshowthatthe

controlschemecanswingupadoubleinvertedpenduluminashorttime;andthestabilityand

robustnessofthesystemareimproveddistinctly.

Keywords:doubleinvertedpendulum;inversion-basedfeed-forwardcontrol;two-pointboundary
valueproblem(BVP);variable-gainH∞feedbackcontrol
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