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Lévy过程驱动金融市场中最优资产组合复制策略
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摘要:用白噪声分析的方法研究了Lévy过程驱动的金融市场.在Gauss白噪声和纯跳Lévy
白噪声复合的Lévy白噪声框架下,给出了Clark-Haussmann-Ocone定理.应用此定理,分别

在完全信息和部分信息下,用 Malliavin导数表示了给定欧式期权的方差最小复制策略的具

体形式,进一步用具体函数刻画了市场固有风险.分析结果表明,研究结果更贴近现实中一般

的金融市场.
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0 引 言

计算欧式期权的对冲策略,即找到一个资产

组合,使资产组合复制的财富过程能够模拟期权

的价值.因此找到满足一定条件的最优资产组合

是金融研究中的一类重要问题.文献[1]论述了最

优资产组合可以通过期权价格的鞅表示定理———

Clark-Haussmann-Ocone(CHO)定理得到.
近年来,随着白噪声分析理论的发展,它在金

融中的应用也受到了广泛的关注.白噪声分析是

由Hida[2]首创的无穷维随机分析,是一种无穷维

的Schwartz型分布理论.Aase等[3]将CHO定理

分别推广到Gauss白噪声分析和Poisson白噪声

分析框架下,用于研究布朗运动和Poisson过程

驱动的金融市场,用 Malliavin导数表示欧式期权

的最优复制策略.布朗运动驱动的金融市场和

Poisson过程驱动的金融市场是两个经典的分别

存在着连续型和跳跃型随机因素的市场.
文献[3]的思想和结果随后被推广到更一般

的随机过程驱动的金融市场,如文献[4、5].随着

在理论和应用方面的蓬勃发展,Lévy过程已经成

为概率论的最热门分支之一.用Lévy过程建立

金融市场模型,尤其在描述股票的价格方面,更为

贴切[6~9].Lévy过程可以分解为时间变量、布朗

运动和纯跳Lévy过程的线性组合[10],因此布朗

运动和 Poisson过 程 都 是 Lévy过 程 的 特 例.

Løkka等[11]首次构建纯跳Lévy白噪声分析框

架,并应用于随机微分方程的求解.文献[12]在文

献[11]的框架下,求解纯跳Lévy白噪声驱动的

随机薛定谔方程.Løkka[13]利用白噪声分析理论

推导了纯跳Lévy过程的CHO定理,用于研究

Lévy过程驱动的金融市场的对冲问题.随后,Di

Nunno等[14]进一步构建了纯跳Lévy过程的白噪

声分析框架,引入 Malliavin导数,将CHO定理

推广到纯跳Lévy过程的白噪声分析框架下,用
于求解纯跳Lévy过程驱动的金融市场中欧式期

权的最优复制策略.
本文研究由布朗运动和纯跳Lévy过程复合

的Lévy过程驱动的金融市场.此市场既有连续

波动的性质,又复合了如金融危机等重大金融事

件所造成的不规则跳跃式波动,更切近现实中一

般的市场,是文献[3、14]中模型的一般化和复杂

化.Lévy白噪声可视为Lévy过程的广义时间导

数,因此本文研究的Lévy白噪声是 Gauss白噪

声和纯跳Lévy白噪声的复合.文献[15]构建了



相应的Lévy白噪声分析框架,本文将CHO定理

推广到Lévy白噪声分析框架下,用 Malliavin导

数表示市场中的方差最小资产组合,并研究Lévy
过程驱动的金融市场的固有风险.

1 Lévy白噪声分析框架下的Clark-
Haussmann-Ocone定理

令(Ω,F,P)为完备的概率空间,{Ft}t≥0 为其

上的滤子.Lévy过程η(t)=η(t,ω):[0,∞)×Ω

→R为一个平稳独立增量过程,η(0)=0,且满足

E[η2(t)]<∞,对t≥0都成立.令Δη(t)表示η在

t时刻的跳跃,令η
(i)(t)= ∑

0≤s≤t

(Δη(s))i.假设

η
(1)(t)=η(t),则变换后的η

(i)(t)也为一个Lévy
过程[16].

定义1 称η
(i)(t)为幂跳过程.令E[η

(i)(t)]=

t∫R0
xiν(dx)∶=κit,则称Xi

t =η
(i)(t)-κit为补偿

幂跳过程,R0∶=R-{0}.
可选取一列实数ai,j,使得Y(i)(t)= X(i)

t +
ai,i-1X(i-1)

t +… +ai,1X(1)
t 为强正交鞅[16].根据

Lévy-Itô分解定理[10],Lévy过程η(t)可以分解为

η(t)=at+σB(t)+∫
t

0∫R0
zN(ds,dz)

其中a∈R,σ∈R,B(t)为布朗运动,N(dt,dz)=
N(dt,dz)-ν(dz)dt为补偿Poisson随机测度,

N(dt,dz)为η(t)的Poisson随机测度,ν(dz)为

η(t)的Lévy测度,B(t)与N(dt,dz)独立.

通常定义ηp(t)=∫
t

0∫R0
zN(ds,dz)为纯跳

Lévy过程.文献[14]构建了纯跳Lévy过程的白

噪声分析框架,用于研究纯跳Lévy过程驱动的金

融市场.本文考虑由布朗运动和纯跳Lévy过程复

合的Lévy过程驱动的金融市场.令 Lévy过程

η(t)具有如下形式:

η(t)=σB(t)+∫
t

0∫R0
zN(ds,dz) (1)

此市场既有连续型的随机因素,又复合了如金融

危机等重大金融事件所造成的不规则跳跃式波

动.
Lévy白噪声可视为Lévy过程的广义时间导

数,本文研究的Lévy白噪声是 Gauss白噪声和

纯跳Lévy白噪声的复合.文献[15]构建了Lévy

白噪声分析框架.
令S(Rd)为Rd 上的C∞ 全体速降函数所组成

的Schwartz空间,S'(Rd)为S(Rd)的对偶空间,

μG 是定义在S'(Rd)空间上的Gauss白噪声测度.
令S(X)为 S(Rd+1)的商空间,X = Rd ×R0,
S'(X)为S(X)的对偶空间,μp是定义在S'(X)上
的纯跳Lévy白噪声测度.因为本文研究的Lévy
白噪声的噪声源是二维的 ———Gauss白噪声和纯

跳Lévy白噪声,故令空间Ω=S'(Rd)×S'(X),

θ=μG×μp.
定义2 令 B(Ω)为Borelσ代数,定义(Ω,

B(Ω),θ)为Lévy白噪声空间,θ=μG×μp为Lévy
白噪声测度.

引理1[15] 令α= (α1,α2,…)为多维数组,

有限个αi 非0,且αi∈N0∶=N∩{0},J∶=(NN
0)c

表 示 多 维 数 组 α = (α1,α2,…)的 集 合.令

{Hα(ω)}α∈J 和{Kβ(ω)}β∈J 分别为平方可积的白

噪声泛函空间L2(μG)和L2(μp)中的混沌分解

基.则对平方可积的Lévy白噪声泛函f∈L2(θ),

存在着空间L2(θ)中的一组混沌分解基{Mγ}γ∈T,

使 得 f(ω1,ω2) = ∑
γ∈T

CγMγ(ω1,ω2), 其 中

Mγ(ω1,ω2)=Hα(ω1)Kβ(ω2),T=J×J,α,β∈
J,γ= (α β)∈T,ω1 ∈S'(Rd),ω2 ∈S'(X),

Cγ =(aα,bβ),且有 f 2
L2(θ)=∑

γ∈T
C2

γγ!.

为了定义f∈L2(θ)在t点对于Gauss型随

机元素ω1 ∈S'(Rd)和纯跳 Lévy型随机元素

ω2 ∈S'(X)的Malliavin导数,首先给出分布空间

(G)*μG 和(G)*μp 的定义,Malliavin导数定义在此随

机分布空间上.
定义3 令q∈Z,对平方可积的Gauss白噪

声泛函g = ∑
α∈J

aαHα(ω1),定义范数 g 2
GG-q =

∑
∞

n=1
∑
α =n

a2αα!( )e-2qn,α =∑
i
αi,令(G)-q,μG =

{f:f 2
GG-q < ∞},定义随机分布空间为(G)*μG =

∪
q∈N
(G)-q,μG,并在(G)*μG 上配备归纳极限拓扑.另

一方面,令q∈Z,对平方可积的纯跳Lévy白噪声

泛 函 h = ∑
β∈J

bβKβ(ω2),定 义 范 数 h 2
Gp-q =

∑
∞

n=1
∑
β =n

b2β|Kβ|2L2(ν)( )e-2qn,令(G)-q,μp = {f:
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f 2
Gp-q < ∞},定 义 随 机 分 布 空 间 为(G)*μp =

∪
q∈N
(G)-q,μp,并在(G)*μp 上配备归纳极限拓扑.

根据 定 义 3,存 在 着 包 含 关 系 L2(θ)⊂
(G)*μG ×(G)*μp.

定义4 对Lévy白噪声泛函f(ω)=f(ω1,

ω2)=∑
γ∈T

CγMγ(ω1,ω2)∈(G)*μG ×(G)*μp,定义在

t点关于ω1 的 Malliavin导数为

 DGtf(ω)= dfdω1 = ∑
(ζ β)∈T

(∑
i
aζ+ε

i(ζi+

1)ξi(t),bβ )Hζ(ω1)Kβ(ω2) (2)

定义在t点关于ω2 的 Malliavin导数为

Dp,mt f(ω)= dfdω2 = ∑
(α ζ)∈T

(aα,∑
i
bζ+ε

l(i,m)(ζl(i,m)+

1)ξi(t))Hα(ω1)Kζ(ω2) (3)

这里ξi(t)为Hermite函数,εi=(0 0 … 0 1
0 … 0),l(i,m)=m+(i+m-2)(i+m-
1)/2.

下面给出L2(θ)上的CHO定理,此定理的证

明是文献[3]中定理3.11和文献[14]中定理

4.12的平行推广,在此不再重复.
定理1 (L2(θ)上的CHO定理)令λ表示R

上的Lebesgue测度,f∈L2(θ)为FT 可测的,则
有(t,ω)→E[DGtF|Ft](ω)+E[DptF|Ft](ω)∈
L2(λ⊗θ),并且

F(ω)=E[F]+∫
T

0
E[DGtF|Ft]dB(t)+

∑
m≥1∫

T

0
E[Dp,mt F|Ft]dY(m)(t) (4)

这里E为广义期望,DGtF 表示F 在t点关于ω1 的

Malliavin导数,Dp,mt F 表示F 在t 点关于ω2 的

Malliavin导数,Y(m)(t)是Lévy过程η(t)的正交

幂跳过程,Y(1)(t)=η(t),且当m≠n时,Y(m)(t)
和Y(n)(t)是正交的.

2 Lévy过程驱动的金融市场模型

本文 研 究 由 一 种 无 风 险 资 产 S0(t)和 K
(K < ∞)种风险资产S1(t),…,SK(t)组成的金

融市场,交割日期为T.市场是由Lévy过程驱动

的,即风险资产由Lévy过程来刻画.为了简化计

算,可以将标的资产的价值表示为

S0(t)=1;0≤t≤T (5)

dSj(t)=dηj(t);j=1,2,…,K,0≤t≤T
(6)

其中ηj(t)=σjBj(t)+∫
t

0∫R0
zNj(ds,dz).

本文讨论如何选择资产组合复制欧式期权

F∈L2(θ)的价值,θ为Lévy白噪声测度.在金融

模型中有一个信息滤子流{Ft},刻画在每个时间

点投资者所能获取的信息总量.通常假设这个信

息滤子流与风险资产价格过程生成的信息相一

致,即假设资产组合过程是信息滤子流{Ft}适应

的,称{Ft}t∈[0,T]所承载的信息为完全信息.对于

投资者来说,通常在决策时所获取的信息是不完

全的,即存在着一族子σ-代数{Ht}t∈[0,T]表示在t
时刻可以获取的信息集,对于t∈[0,T],有Ht⊂
Ft.称{Ht}t∈[0,T]所承载的信息为部分信息.

例1 φ(t)∈Ht =F(t-δ)+,δ>0为常数,表
示信息流存在着δ时间的延迟,即投资者要在t-
δ这一时刻,参照F(t-δ)+ 所包含的信息,决定t时刻

的随机过程φ(t)的取值.
定义5 令 φ(t) = (φ0(t),φ1(t),…,

φK(t)),0≤t≤T,表示投资在Sj(t),j=0,1,
…,K上的资产份数.如果φ(t)是Ft适应的(或Ht

适应的),并且∑
K

j=0
E(∫

T

0
φ2j(t)dt)< ∞,则称φ(t)

是Ft 可行策略(或Ht 可行策略),Ft 可行策略(或

Ht 可行策略)的集合记为AF(或AH);如果存在着

Ft 可行策略φ(t)∈AF(或 Ht 可行策略φ(t)∈
AH),使得

F=E[F]+∑
k

j=0∫
T

0
φj(t)dSj(t);

0≤t≤T,0≤k≤K
称欧式期权F 为F可复制的(或H可复制的);如
果市场中的每个欧式期权F∈L2(θ)都是F可复

制的(或H可复制的),则称此市场为F完全市场

(或H完全市场).
Lévy过程驱动的市场一般来说不是F完全

市场(或H完全市场).一方面,Lévy过程跳跃的

高度是难以获知的;另一方面,资产组合的选择限

制在S1(t),…,Sk(t)上,k≤K.当欧式期权不能

用资产组合F完全复制(或H完全复制)时,投资

者希望找到“最保险”的复制策略,即文献[14]提

出的方差最小复制策略.
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定义6 对于平方可积的欧式期权 F ∈
L2(θ),若存在着φ(t)∈AH(或φ(t)∈AF)使

E[(F-E[F]-∑
k

j=0∫
T

0
φ*

j (t)dηj(t))2 ] =

inf
φ∈AH(或φ∈AF)

E[(F-E[F]-∑
k

j=0∫
T

0
φj(t)dηj(t))2 ]

(7)

则称φ(t)为F 的H(或F)方差最小复制策略.

3 方差最小复制策略及市场固有风险

本章用 Malliavin导数表示欧式期权F 的方

差最小复制策略,主要理论依据是L2(θ)上的

CHO定理.
定理2 在Lévy过程所驱动的市场式(5)、

(6)中,欧式期权F∈L2(θ)的F方差最小复制策

略ψ(t)= (ψ0(t),ψ1(t),…,ψk(t))表示为

ψj(t)=σjE[DGt,jF|Ft](ω)+κ2jE[Dp,1t,jF|Ft](ω)
σ2j +κ2j

(8)

其中κ2j =E[η2j(1)],j=1,2,…,k,k≤K.
证明 给定平方可积Lévy白噪声泛函F∈

L2(θ),根据L2(θ)上的CHO定理,F具有如下分

解:

F=E[F]+∑
K

j=1∫
T

0
E[DGt,jF|Ft]dBj(t)+

∑
K

j=1
∑
m≥1∫

T

0
E[Dp,mt,jF|Ft]dY(m)

j (t) (9)

其中Bj(t)为布朗运动,Y(m)
j (t)是Lévy过程ηj(t)

的正交幂跳过程.
令ψ(t)为F 的 F方差最小复制策略.因为

Y(1)
j (t)=ηj(t)[1],所以由ψ(t)复制的价值为

 F︵ =E[F]+∑
k

j=0∫
T

0
ψj(t)dSj(t)=

E[F]+∑
k

j=1∫
T

0
ψj(t)σjdBj(t)+

∑
k

j=1∫
T

0
ψj(t)dY(1)

j (t) (10)

由于L2(FT,π)是Hilbert空间,根据方差最

小复制策略的定义6,即找到φ*(t),使得

E[(F-F︵)Ξ]=0 (11)

对于任意的具有下列形式的Ξ∈L2(FT,θ)都成

立,这里

 Ξ=∑
k

j=0∫
T

0
εj(t)dSj(t)=

∑
k

j=1∫
T

0
εj(t)σjdBj(t)+∑

k

j=1∫
T

0
εj(t)dY(1)

j (t)

(12)

其中εj∈AF.将式(9)、(10)和(12)代入式(11),

可得

E{ [∑
k

j=1∫
T

0
(E[DGt,jF|Ft]-ψj(t)σj)dBj(t)+

∑
k

j=1∫
T

0
(E[Dp,1t,jF|Ft]-ψj(t))dY(1)

j (t)+

∑
K

j=k+1∫
T

0
E[DGt,jF|Ft]dBj(t)+

∑
K

j=k+1∫
T

0
E[Dp,1t,jF|Ft]dY(1)

j (t)+

∑
K

j=1
∑
m≥2∫

T

0
E[Dp,mt,jF|Ft]dY(m)

j (t)] ×

[∑
k

j=1∫
T

0
εj(t)σjdBj(t)+∑

k

j=1∫
T

0
εj(t)dY(1)

j (t)] } =0

根据Y(m)(t)的正交性[16],上式写为

∑
k

j=1
E[∫

T

0
(E[DGt,jF|Ft]-ψj(t)σj)εj(t)σjdt] +

∑
k

j=1
E[∫

T

0
(E[Dp,1t,jF|Ft]-ψj(t))εj(t)κ2jdt] =0

(13)

其中κ2j = E[(ηj(t))2],j =1,2,…,k,化简式

(13)得

   ∑
k

j=1
E[∫

T

0
[εj(t)(E[DGt,jF|Ft]σj+

E[Dp,1t,jF|Ft]κ2j)]dt] =

∑
k

j=1
E[∫

T

0
ψj(t)εj(t)(σ2j +κ2j)dt] (14)

由εj∈AF 的任意性,根据式(14),可得式(8),定
理得证.

由定理2和条件数学期望的性质,可直接得

到部分信息的H方差最小复制策略.
推论1 在Lévy过程所驱动的市场式(5)、

(6)中,欧式期权F∈L2(θ)的H方差最小复制策

略为

ψj(t)=σjE[DGt,jF|Ht](ω)+κ2jE[Dp,1t,jF|Ht](ω)
σ2j +κ2j

在Lévy过程驱动的金融市场中,当投资者对

F∈L2(θ)选择复制策略时,由于跳跃过程和资

产选择的限制不能实现对欧式期权F 完全复制.
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这是市场本身所存在的不可规避的风险,称之为

市场固有风险.市场固有风险不包括信息缺失所

带来的风险.

定义7 令F̂ 表示 F 方差最小复制策略

φ(t)=(φ0(t),φ1(t),…,φk(t)),0≤t≤T,k≤

K 所复制的价值,称F-F̂为市场固有风险,表示

为Λ=F-F̂.
定理3 在 Lévy过程驱动的金融市场式

(5)、(6)中,系统的固有风险为

Λ= ∑
K

j=k+1∫
T

0
E[DGt,jF|Ft]dBj(t)+

∑
k

j=1∫
T

0
{κ2j[E[DGt,jF|Ft](ω)-

σjE[Dp,1t,jF|Ft](ω)]/(σ2j +κ2j)}dBj(t)+

∑
k

j=1∫
T

0
{[σ2jE[DGt,jF|Ft](ω)-

κ2jE[Dp,1t,jF|Ft](ω)]/(σ2j +κ2j)}dηj(t)+

∑
K

j=1
∑
m≥2∫

T

0
E[Dp,mt,jF|Ft]dY(m)

j (t)+

∑
K

j=k∫
T

0
E[Dp,1t,jF|Ft]dηj(t) (15)

其中 κ2j = E[η2j(1)],j = 1,2,…,k,k ≤ K;

Y(m)
j (t)是Lévy过程ηj(t)的正交幂跳过程.

证明 给定平方可积Lévy白噪声泛函F∈
L2(θ),根据L2(θ)上的CHO定理,F 具有分解

 F(ω)=E[F]+∑
K

j=1∫
T

0
E[DGt,jF|Ft]dBj(t)+

∑
K

j=1
∑
m≥1∫

T

0
E[Dp,mt,jF|Ft]dY(m)

j (t)

令F̂ 表示 F方差最小复制策略φ(t)= (φ0(t),

φ1(t),…,φk(t)),0≤t≤T,k≤K 所复制的价

值,则

F̂ =E[F]+∑
k

j=1∫
T

0
φj(t)σjdBj(t)+

∑
k

j=1∫
T

0
φj(t)dY(1)

j (t)=

E[F]+∑
k

j=1∫
T

0
{[σjE[DGt,jF|Ft](ω)+

κ2jE[Dp,1t,jF|Ft](ω)]/(σ2j +κ2j)}σjdBj(t)+

∑
k

j=1∫
T

0
{[σjE[DGt,jF|Ft](ω)+

κ2jE[Dp,1t,jF|Ft](ω)]/(σ2j +κ2j)}dY(1)
j (t)

将F和F̂代入固有风险Λ=F-F̂的定义,可得到

式(15),证毕.
推论2 如果金融市场由补偿Poisson过程

N(t)驱动,即η(t)=N(t),且k=K,则有Λ=0.
证明 当η(t)=N(t)时,对给定平方可积

Lévy白噪声泛函F∈L2(μp),根据L2(μp)上的

CHO 定 理,F 具 有 分 解 F(ω)= E[F]+

∑
K

j=1∫
T

0
E[Dp,1t,jF|Ft]dY(1)

j (t).令F̂表示F方差最小

复制策略φ(t)= (φ0(t),φ1(t),…,φk(t)),0≤
t≤T,k≤K 所复制的价值,则

 F̂ =E[F]+∑
k

j=1∫
T

0
φj(t)dN(t)=

E[F]+∑
k

j=1∫
T

0
E[Dp,1t,jF|Ft](ω)dY(1)

j (t)

将F 和F̂ 代入固有风险Λ =F-F̂ 的定义,可得

Λ=0,那么Lévy过程驱动的金融市场是完全市

场.
由此,当所有的K 个风险资产都用来组成复

制策略时,Lévy过程的特例η(t)=N(t)所驱动

的市场是完全的.
□

4 结 语

本文研究由布朗运动和纯跳Lévy过程复合

的Lévy过程驱动的金融市场.此市场既有连续

波动的性质,又复合了如金融危机等重大金融事

件所造成的不规则跳跃式波动.白噪声分析的方

法应用于金融市场在文献[3]和[14]中都有所研

究,文献[3]用Gauss白噪声分析研究布朗运动

驱动的金融市场,而文献[14]用纯跳Lévy白噪

声分析研究纯跳Lévy过程驱动的金融市场.本
文的模型是文献[3]和[14]中模型的复合.在

Gauss白噪声和纯跳Lévy白噪声复合的Lévy白

噪声框架下,应用CHO定理,用 Malliavin导数

具体表示了欧式期权的方差最小复制策略和市场

固有风险.因此,本文的结果包含了文献[3]和
[14]的结果,而且更贴近现实中一般的金融市场.
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Optimalassetallocationreplicatingportfolio
infinancialmarketdrivenbyLévyprocesses

WANG Yan*, FENG Jing-hai, FENG En-min

(SchoolofMathematicalSciences,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:ThefinancialmarketdrivenbyLévyprocessesisstudiedbywhitenoiseapproach.The
Clark-Haussmann-OconetheoremisgivenundertheframeworkofLévy whitenoise,whichis
combinedbyGaussianwhitenoiseandpurejumpLévywhitenoise.Applyingthetheorem,the
minimalvariancereplicatingportfolioforanEuropeanoptionisrepresentedbyMalliavinderivatives
underfullinformationandpartialinformation.Furthermore,theexplicitfunctionisderivedto
describethesystematicrisk.Theanalyticalresultsshowthattheresultsaremoreappropriatefora
generalfinancialmarketintherealworld.

Keywords:Lévyprocesses;Malliavinderivative;minimalvariancereplicatingportfolio;Clark-
Haussmann-Oconetheorem
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