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摘要:模糊感知器的主要功能是通过权值的学习来判别样本所属的类别.对一种基于模糊

逻辑运算的带递归的模糊感知器进行了研究,其网络结构类似于内部运算基于加法-乘法的

传统感知器,并加入了动态递归项.设定网络的初始权值均为常数0,证明了若训练样本的

输入向量维数为2,在样本模糊可分条件下,学习算法有限收敛,即有限步后权值的训练停

止;若训练样本的输入向量维数大于2,在稍强的条件下,学习算法也有限收敛.
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0 引 言

模糊逻辑和神经网络在信息处理系统中各有

其优缺点,最近,许多学者的工作都致力于将模糊

系统与神经网络结合在一起,其中对模糊神经网

络有很多的关注.文献[1、2]提出了模糊感知器的

一些学习算法;文献[3]对0阶Takagi-Sugeno推

理系统的学习算法进行了收敛性证明;文献[4、5]
对多层模糊感知器进行了研究.

具有递归环节的动态模糊神经网络可以解决

静态网络无法处理的暂态问题.FRNN(模糊递归

神经网络)通过在网络输入层中加入递归连接,使
网络具有动态映射能力,从而对动态系统有更好

的响应.
如果训练样本线性可分,传统的感知器算法

能在有限步确定一个线性决策边界,从而分离这

两类训练样本[6、7].对于模糊感知器,文献[8]提
出了一种新的训练算法,并证明当样本可分时,该
算法有限收敛.那么,在模糊感知器中加入递归单

元是否还能得到算法的收敛性? 本文将对这个问

题进行讨论,给出若训练样本模糊可分,在一定条

件下,带递归的模糊感知器算法有限收敛的结论

及证明.证明过程的难点和关键在于确认递归项

权值在学习过程中的单调递减性.

1 带递归的模糊感知器的结构及梯

度学习算法

1.1 带递归的模糊感知器的结构

本文研究的是具有n个外部模糊输入单元、
一个输出单元和一个递归神经元的感知器.其结

构如图1所示,网络的模糊训练样本对为{ξ(s),
O(s)}Ss=1 ⊂ [0,1]n × {0,1}, 其 中 ξ(s) =
(ξ
(s)
1  ξ

(s)
2  … ξ

(s)
n )T,是n维模糊输入向量,O(s)

是其理想输出.

图1 具有n-1-1结构的递归模糊感知器的结构

Fig.1 Thestructureofrecurrentfuzzyperceptron
withn-1-1structure

将这些样本随机排列组成一个无穷序列{ξk,

Ok}∞k=1 ⊂ [0,1]n × {0,1},其 中 每 个 样 本 对



{ξ(s),O(s)}出现无穷多次,ξk = (ξk
1 ξk

2 … ξk
n)

∈[0,1]n,为网络在第k时刻的外部输入向量,网
络第k时刻递归层的输入

Sk =max{Wξk,λ∧ζk-1}=

(∨
n

j=1
(wj∧ξj))∨ (λ∧ζk-1) (1)

其中ζ0 =0,递归层的输出为

ζk =g(Sk)=
1; Sk ≥0.5
0; Sk <0.5{ (2)

其中 ∨ 是取大运算;∧ 是取小运算;代表

max-min(∨- ∧)合 成 算 子;权 重 向 量 W =
(w1 w2 … wn)T ∈ [0,1]n,其中wj(j=1,

2,…,n)代表连接第j个外部输入神经元和输出

神经元的权值;连接递归神经元和输出神经元的

权值为λ,λ∈ [0,1].
网络的训练目标是对给定的激活函数g(x):

R→{0,1},确定权值(W,λ)∈[0,1]n×[0,1],使
得训练样本{ξ(s)}Ss=1 ∈ [0,1]n 能够被正确地分

类,即ζ(ξ
(s))-O(ξ(s))=0.

为证明方便,记理想输出为O(s)=0的样本

为Xm,m=1,2,…,M,1≤M<S;另一些对应理

想输出O(s)=1的样本,记为Yp,p=1,2,…,P,
1≤P<S,M+P=S.定义两个集合:ΦM ={1,

2,…,M},ΦP = {1,2,…,P}.
假设训练样本可分,即存在一个模糊向量

A=(a1 a2 … an)T ∈ [0,1]n 使得

AXm <0.5; m∈ΦM

AYp ≥0.5; p∈ΦP
{ (3)

给定输入权向量与递 归 权 值 的 初 始 值 为

w0
j =0,j=1,2,…,n,λ0=0,它们分别通过以下

公式被更新:

wk+1
j =

0; Δk
j <0

Δk
j; 0≤Δk

j ≤1
1; Δk

j >1

ì

î

í

ï
ï

ïï

λk+1 =
0; δk <0
δk; 0≤δk ≤1
1; δk >1

ì

î

í

ïï

ïï

(4)

其中Δk
j =wk

j +η(Ok-ζk)(ξk
j -0.5),δk =λk +

η(Ok-ζk),η为较小的正数.
1.2 样本集性质

首先对训练样本做一个假设[8].
假设Ⅰ 对任意一个m∈ΦM,至少存在一个

m0,使得xm
m0 ≥0.5.

下面给出模糊训练样 本 对 的3条 重 要 性

质[8].
性质1 对式(3)中模糊向量A,存在下标j1

与j2,使得aj1 ≥0.5与aj2 <0.5分别成立.
基于性质1,不失一般性,假设存在正整数q,

1≤q<n,使得a1,…,aq ≥0.5,aq+1,…,an <
0.5.

性质2 每一个j=1,2,…,q,有xm
j <0.5,

∀m∈ΦM.因此,不失一般性,不妨假设存在R∈
{1,2,…,n},1≤q≤R<n,使得xm

r <0.5,1≤
r≤R,∀m∈ΦM,并且对每一个R<j≤n,至少

存在mj,使得xmjj ≥0.5.
性质3 对每一个Yp,p=1,2,…,P,至少

存在一个rp ≤q,使得yp
rp ≥0.5.

接下来给出训练样本的另一个假设[8].
假设Ⅱ 对任意一个j,R<j≤n,至少存在

一个mj,使得xmjj ≠0.5;对每个1≤j≤q,至少

存在一个pj,使得ypjj ≠0.5.
假设 Ⅱ 中的xmjj ≠0.5和ypjj ≠0.5意味着

两类训练样本的特征能被很好地识别.

2 有限收敛定理

在这一部分,分别给出迭代算法式(4)在n=
2和n>2两种情况下的收敛结果.

定义1 对训练样本{ξ(s),O(s)}Ss=1,称算法

式(4)有限收敛,如果存在一个k0 ∈N,使得

O(s)=g(max{Wk0ξ(s),λk0 ∧ζk0-1});

s=1,2,…,S (5)
定理1 当n=2时,若假设 Ⅰ 和 Ⅱ 成立,

则算法式(4)有限收敛.
证明 由性质2,有xm

1 <0.5,∀m∈ΦM.再
分别由假设Ⅰ和性质3,知xm

2 ≥0.5,∀m∈ΦM;

yp
1 ≥0.5,∀p∈ΦP.

首先证明wk
1<0.5的情况下,权值的迭代不

会停止.事实上,若wk
1<0.5且wk

2≥0.5,那么对

所有λk 和ζk-1,都有

WkXm = (wk
1 ∧xm

1)∨ (wk
2 ∧xm

2)≥
wk
2 ∧xm

2 ≥0.5;∀m∈ΦM (6)
则

Sk =max{WkXm,λk ∧ζk-1}≥WkXm ≥
0.5⇒g(Sk)=1≠O(Xm);∀m∈ΦM (7)

若wk
1 <0.5且wk

2 <0.5,则当λk <0.5时,对

∀ζk-1,都 有λk ∧ζk-1 <0.5,且 WkYp ≤
max

i
{wk

i}<0.5,故
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 Sk =max{WkXm,λk∧ζk-1}<0.5⇒g(Sk)=
0≠O(Yp);∀p∈ΦP (8)

若λk ≥0.5,有

①ζk-1 ≥1时,

max{WkXm,λk ∧ζk-1}≥λk ∧ζk-1 ≥0.5⇒

ζ(Xm)≠Ok (9a)

②ζk-1 =0时,WkYp≤max
i
{wk

i}<0.5,又

由λk ∧ζk-1 =0,得

max{WkYp,λk ∧ζk-1}<0.5⇒ζ(Yp)≠Ok

(9b)
只要wk

1<0.5,所有情况下,(Wk,λk)都不满

足式(5),从而权值的迭代不会停止.注意到xm
1 <

0.5,yp
1≥0.5,得η(Ok-ζk)(ξk

1-0.5)≥0,从而

wk+1
1 ≥wk

1,结合假设 Ⅱ,存在 N1 ∈ N,使得

wk+N11 >wk+N1-11 =wk+N1-21 = … =wk
1,从而存在

正整数K1,使得当k≥K1 时,wk
1 ≥0.5,且

 Sk =max{WkYp,λk ∧ζk-1}≥WkYp ≥
wk
1 ∧yp

1 ≥0.5;∀p∈ΦP (10)
从而g(Sk)=1=O(Yp),∀p∈ΦP.由{wk

1}的单

调不减性知,当k≥K1时,对{(Wk,λk)}真正起更

新作用的只有{Xm}Mm=1,因此,在无穷序列中除去

{Yp}Pp=1.
现在令k≥K1,若wk

2<0.5且λk<0.5,则
对 ∀ζk-1,(Wk,λk)满足式(5),已是所求的解.否
则,若wk

2 ≥0.5,对 ∀λk 和ζk-1,有

 Sk =max{WkXm,λk ∧ζk-1}≥WkXm ≥
wk
2 ∧xm

2 ≥0.5;∀m∈ΦM (11)
故ζ(SK)=1≠O(Xm).因此{(Wk,λk)}的迭代不

会停止.
若wk

2≥0.5,由xm
2≥0.5,则δk

2=wk
2-η(ξk

2-
0.5),可得wk+1

2 ≤wk
2,又由假设Ⅱ,从而∃K2∈

N,s.t.,当k≥K2 时,w2<0.5.另一方面,若λk

≥0.5,则δk =λk+η(Ok-ζk)=λk-η,得λk+1<
λk.故∃K3∈N,s.t.,当k≥K3时,λk<0.5.令

K4 =max{K2,K3},当k≥K4 时,wk
2 <0.5与

λk <0.5同时成立,此时(Wk,λk)满足式(5),故算

法式(4)有限收敛,证毕.
接下来,考虑n>2的情况.为了保证收敛

性,需要一些比较强的条件.
定理2 若假设Ⅰ和Ⅱ满足,那么在以下条

件成立时,算法式(4)有限收敛:
(a)存在一个r0,1≤r0≤q,使得yp

r0 >0.5,

∀p∈ΦP 成立;

(b)对每一个j∈ {R+1,…,n},xm
j ≥0.5,

∀m∈ΦM 成立.
证明 由定理2条件(a)和性质2,有η(Ok-

ζk)(ξk
r0 -0.5)≥0,从而wk+1

r0 ≥wk
r0
,注意到当ξk

没被正确分类时,不等式严格成立.那么若wk
r0

达

到0.5之前,(Wk,λk)满足式(5),则算法式(4)有

限收敛;否则,若wk
r0 <0.5,注意到其他权值的更

新不影响{wk
r0
}的单调不减性,故在{wk

r0
}真正迭

代有限步之后,会有 wk
r0 ≥0.5,即存在正整数

K5,使得当k≥K5,有wk
r0 ≥0.5,且WkYp ≥

wk
r0 ∧y

p
r0 ≥0.5,则

ζk(Yp)=g(max{WkYp,λk ∧ζk-1})=1=Ok;

∀p∈ΦP (12)
现令k≥K5,若wk

j <0.5,j=R+1,…,n,
且λk <0.5,则

WkXm=(∨
1≤j≤R

(wk
j∧xm

j))∨(∨
R<j≤n

(wk
j∧xm

j))≤
(∨
1≤j≤R

xm
j)∨ (∨

R<j≤n
wk

j)<0.5;

∀m∈ΦM (13)
从而对∀ξk-1,都有Sk=max{WkXm,λk∧ζk-1}<
0.5,那么式(5)成立,即(Wk,λk)已经是所求的

解.
若λk≥0.5,当ζk-1=0时,仍有Sk<0.5,从

而式(5)成立;若ζk-1 =1,则

 Sk =max{WkXm,λk ∧ζk-1}≥
λk ∧ζk-1 ≥0.5⇒ζ(Xm)≠Ok (14)

则

δk =λk+η(Ok-ζk)=λk-η⇒λk+1 ≤λk (15)
从而存在正整数K6,使得当k≥K6时,λk<0.5.

否则,设wk
jl ≥0.5,l=1,2,…,L,1≤L≤

n-R,R<jl≤n,且wk
j <0.5,j≠jl,R<j≤

n.由定理2条件(b),有

WkXm ≥wk
jl ∧xm

jl ≥0.5;

∀m∈ΦM⇒ζ(Xm)≠Ok (16)
说明(Wk,λk)不能将{Xm}Mm=1正确地分类,即使只

有一个wk
jl ≥0.5或λk∧ζk-1≥0.5(即λk≥0.5

与ζk-1 =1)成立,式(5)就不成立,且有

Δk
j =wk

j -η(ξm
j -0.5)⇒wk+1

j ≤wk
j;

 j=R+1,…,n
δk =λk+η(Ok-ζk)=λk-η⇒λk+1 ≤λk

ì

î

í

ïï

ïï

(17)
注意到{wk

j}nj=R+1 的迭代不影响{λk}的单调不减

性,因此至多经过 [λ
K5 -0.5

η
+1] 步真正迭代后,
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就有λk <0.5.下面只要证明有限步迭代后,对

∀jl,wjl <0.5成立即可.
由定理2条件(b),可得η(Ok -ζk)(ξm

j -
0.5)≤0,R<j≤n,故wk+1

jl ≤wk
jl.结合假设Ⅱ,

有 min
1≤m≤M
xm
jl
≠0.5

{xm
jl -0.5}>0成立,那么对每一个l=

1,2,…,L,存在Njl∈N,s.t.wk+Njljl <wk+Njl
-1

jl =
wk+Njl

-2
jl = … =wk

jl.因此,存在Kjl ∈N,s.t.当

k≥Kjl
,wk

jl <0.5成立.令K= max
1≤j≤L

{Kjl
},则当

k≥K,对 ∀jl,wk
jl <0.5,即wk

j <0.5,j=R+
1,…,n,此时式(5)成立,故算法式(4)有限收敛.
证毕.

3 结 论

本文考虑的是带递归的模糊感知器的有限收

敛问题,其内部运算基于 max-min模糊逻辑运

算,并且网络结构类似于内部运算基于加法-乘法

的传统感知器.如果训练样本线性可分,传统的

感知器算法能通过有限步的权值学习来分离属于

不同类别的训练样本.本文拓广了文献[8]的结

论,对递归模糊感知器学习算法的有限收敛性进

行了探讨.
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Finiteconvergenceforrecurrentfuzzyperceptron
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Abstract:Themainfunctionoffuzzyperceptronistodiscriminatewhichcategoriesthesamplesare
inbyweightlearning.Analgorithmforarecurrentfuzzyperceptronbasedonfuzzylogicispresented,

andthenetworkstructureoftherecurrentfuzzyperceptronissimilartotraditionalperceptronbased
onaddition-production,andthedynamicrecursiontermisadded.Initialweightsofnetworkaresetto
beconstantzero,inthecasewherethedimensionoftheinputvectorsistwoandthetrainingexamples
areseparable,itsfiniteconvergenceisproved,i.e.,thetrainingprocedureforthenetworkweights
willstopinfinitesteps,andwhenthedimensionisgreaterthantwo,strongerconditionsareneeded
toguaranteethefiniteconvergence.
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