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摘要:针对半无限体和薄膜结构受多种激光热源作用下的非傅里叶热传导过程,采用时域

间断Galerkin有限元法进行数值仿真.其主要特点是在时域内对温度及其时间导数分别进行

三次 Hermite插值和线性插值.对于半无限激光热源热传导问题,其计算结果与解析解吻合

良好.算例表明,时域间断Galerkin有限元法在高频激光脉冲问题中,没有虚假的数值振荡,

具有广泛的工程应用性.
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0 引 言

在工程实际中,由于激光的定向性、单色性

好,发散角小的特点,激光技术具有很好的局部性

以及能量的精确性.目前,激光热加工、热处理技

术已经得到了广泛应用.当利用激光束加热固体

介质时,在介质表面和内部出现光波吸收、反射、

折射的效应,但其中大部分自由电子的能量通过

电子与晶格或离子的相互作用转化为介质热能并

进行热扩散,引起固体介质内部不同程度的温度

上升[1].常规条件下,介质内部的温度场可以通过

经典的傅里叶定律理论进行描述.但随着超短脉

冲激光、激光作用下金属快速凝固等技术的应用,

经典傅里叶定律存在着明显的缺陷,热传导中非

傅里叶效应的影响得到人们的重视[2].傅里叶定

律理论认为热流与温度梯度成正比,温度场可以

由抛物线型热传导方程来描述.但当热作用瞬时

时间达到皮秒级、飞秒级,热扩散的速度就有了奇

异性.就必须要考虑介质热传导过程中的松弛行

为,即热流矢量和温度梯度间存在了时间延迟.现
在,已经有大量数学模型对这种现象进行描述.如

单相延迟模型、双向延迟模型、微观两步模型、纯
声子散射模型等[3、4].其中单相延迟双曲型热传

导模型在工程中应用得最为广泛.
目前主要使用差分法、有限元法等数值方法

进行考虑非傅里叶效应的数值模拟.在时域处理

上往往利用差分法对问题进行求解.为了避免数

值振荡,时域差分法对时间步长的要求非常严

格[5].本文应用时域间断Galerkin有限元法针对

受激光热源作用的半无限体和薄膜温度场分布问

题进行求解,并使用算例对结果进行验证.

1 单相延迟双曲型热传导模型与时

域间断Galerkin方法

单相延迟双曲型热传导模型中与时间相关的

函数为

q+tk
∂q
∂t=-k T (1)

式中:q为热流矢量,tk 为松弛时间,k 是导热系

数,T 是温度[6].
考虑瞬态能量守恒方程:

ρcp
∂T
∂t =- q+g (2)



式中:ρ是介质密度,cp 是定压比热容,g是所施加

的激光热源.其函数形式为

g(x,t)=I(t)(1-R)μexp(-μx) (3)
式中:I(t)是激光热源强度,R 为介质表面反射

率,μ是介质吸收系数.将式(2)、(3)代入式(1)
中,得到双曲型激光热传导方程:

tk
∂2T
∂t2 +∂T∂t =a T+ 1

ρcp
tk
∂g
∂t+gæ

è
ç

ö

ø
÷ (4)

式中:a是热扩散系数,a/tk 是热波动速度.
对上式进行量纲一化处理,表达式如下:

∂2θ
∂τ2+2∂θ∂τ= ∂

2θ
∂X2+2ψ0

∂η
∂τ+2η

æ

è
ç

ö

ø
÷exp(-βX)

(5)
式中:θ是量纲一温度,τ是量纲一时间,X 是量纲

一长度,ψ0 是量纲一内热源系数,η是量纲一热

源,β是量纲一热吸收系数.
半无限问题和薄膜问题相应的量纲一化后初

始条件表示如下:

θ(X,0)=0
∂θ
∂τ
(X,0)=2ψ0η(0)exp(-βX){

θ(X,0)=0
∂θ
∂τ
(X,0)=2ψ0η(0)[exp(-βX)+

exp(-βl+βX)]

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

时域间断Galerkin方法[7、8]是在传统的空间

域有限元方法分析基础上,区别于习惯对时域(0,

T)利用连续差分法求解,对时域进行有限元间断

插值离散.
双曲型热传导方程空间域离散得

Mθ
··
(τ)+Cθ

 ·(τ)+Kθ(τ)=Q(τ);τ∈ (0,Γ)
(6)

其中

M =∫Ω
NTNdΩ

C=∫Ω
2NTNdΩ

K=∫Ω
NT NdΩ

Q=∫Ω
2NTψ0

∂η
∂τ+2η

æ

è
ç

ö

ø
÷exp(-βX)dΩ

时域离散可表示为

0<τ1 < … <τn <τn+1 < … <τN =Γ
时域离散时允许基本未知函数θ与其导数ν 在离

散点处间断.即在时刻τn 的未知函数值表示为

[[θn]]=θ(τ+
n)-θ(τ-

n)

[[vn]]=v(τ+
n)-v(τ-

n)
(7)

在任意时间步In =(τn,τn+1)内,对时域基本未知

函数θ采用三次 Hermite插值,对时域基本未知

函数导数ν和热源Q 采用线性插值.
θ(τ)=θ(τ+

n)N1(τ)+θ(τ-
n+1)N2(τ)+

v(τ+
n)M1(τ)+v(τ-

n+1)M2(τ) (8)

ν(τ)=ν(τ+
n)λ1+ν(τ-

n+1)λ2 (9)

Q(τ)=Q(τn)λ1+Q(τn+1)λ2 (10)

Q1 =Δτ3Qn +Δτ6Qn+1

Q2 =Δτ6Qn +Δτ3Qn+1

(11)

式中:θ(τ+
n)、θ(τ-

n+1)、v(τ+
n)、v(τ-

n+1)分别表示τ+
n、

τ-
n+1 时 刻 的 节 点 温 度 值 和 温 度 的 时 间 导 数;

N1(τ)=λ21(λ1 +3λ2),N2(τ)=λ22(λ2 +3λ1),

M1(τ)=λ21λ2Δτ,M2(τ)=-λ1λ22Δτ,λ1=(τn+1-
τ)/Δτ,λ2 = (τ-τn)/Δτ.

对温度函数θ与其导数ν作为独立的变量进

行变分,利用式(6)、(7)并选取控制条件θ
 ·
-ν=0

构造典型的间断Galerkin有限元法的弱形式,表
示为

∫
In

δvT(Mv ·+Cv+Kθ-Q)dt+

∫
In

δθTK(θ
 ·
-v)dt+δθTnK[[θn]]+δvTnM[[vn]]=0

把式(8)~ (11)代入上式,可以进一步转化

为解耦的式(12),即时域间断Galerkin有限元法

的基本求解公式.从式中不难发现温度向量在时

域内间断点处不再存在间断,仅保留温度时间导

数在时间间断点处存在间断,大大减少了基本未

知数的个数,节省了求解时间.

M+Δτ6C-Δτ
2

12K -Δτ6C-Δτ
2

12K

Δτ
2C+Δτ

2

3K M +Δτ2C+Δτ
2

6K

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
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νn

νn+1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

Q1-Q2+Mν(τ-
n)

Q1+Q2+Mν(τ-
n)-ΔτKθ(τ-

n)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

第n+1时刻的温度为

θn+1 =θ(τ-
n)+12Δτ

(νn +νn+1) (12)

其中θ(τ-
n)=θ(τ+

n).
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2 算例和结果

本文选取工程中常用的几类激光热源η形式

(式(13)~(15)),利用时域间断Galerkin有限元

法分别对半无限体一端和薄膜两端受激光热源作

用进行数值分析.
3类热源表达式如下:

η(τ)=1 (13)

η(τ)=sinτ+1 (14)

η(τ)=
A1[exp(-c1τ)-exp(-c2τ)]-
 A2(τ/τi);τ≤τi

0;τ>τi

ì

î

í

ïï

ïï
(15)

算例1 考虑一个半无限体的一维问题,如
图1所示[4、9].半无限体左端分别受式(13)~(15)
的3类激光热源作用,初始条件为

θ(X,0)=0 (16a)

∂θ
∂τ
(X,0)=2ψ0η(0)exp(-βX) (16b)

假定ψ0 =1,β=1.

图1 半无限体左侧受激光热源作用模型

Fig.1 Modelofsemi-infinitebodysubjectedto
laserheatsourceinitsleftside

在计算中,选取一维单元进行分析,单元长度

为0.05,单元数为200,节点数为201,时间步长

为0.00075.
首先考虑热源为式(13)时的数值模拟,可求

得沿轴方向上在1、3、6、9s时温度分布,如图2
所示.同时给出数值解与解析解对比,其良好的吻

合程度显示出计算结果的可靠性.
然后考虑第二类激光热源(式(14)),选取矩

形四节 点 单 元 作 为 分 析 对 象,单 元 的 尺 寸 为

0.05×1,单元数为600,节点数为804,时间步长

为0.05.与第一类激光热源作用选取的时间步长

相比,第二类激光热源作用所选取的时间步长明

显增大.当热源满足式(14)时x、y长度方向上温

度分布如图3所示.
为了验证方法的适用性,在式(15)作为激光

热源的工况下,选取3种不同尺寸的矩形四节点

单元进行计算.三类单元尺寸分别为0.05×1、

0.02×1、0.01×1,如图4所示.单元数为450,节
点数为604,时间步长为0.05.可以求得x、y长度

方向上温度分布如图5所示.需要说明的是,在第

二和第三类激光热源的工况下,也进行了一维单

元的计算,其计算结果与二维计算结果相同.

图2 算例1第一类激光热源在1、3、6、9s
时温度分布

Fig.2 Temperaturedistributionsat1,3,6,9

secondunder1sttypeoflaserheatsourcein

thefirstexample

图3 算例1第二类激光热源1、3、6、9s
时温度分布

Fig.3 Temperaturedistributionsat1,3,6,9

secondunder2ndtypeoflaserheatsource

inthefirstexample

图4 算例1第三类激光热源计算构型的网

格划分

Fig.4 Computationalconfigurationin3rdlaserheat

sourceinthefirstexample

3 第1期 吴志刚等:时域间断Galerkin有限元法在激光热加工过程中应用



图5 算例1第三类激光热源在1、3、6、9s
时温度分布

Fig.5 Temperaturedistributionsat1,3,6,9

secondunder3rdtypeoflaserheatsourcein

thefirstexample

算例2 激光加热薄膜过程中,薄膜内将产

生能量沉积,光能转化为热能,从而导致薄膜破

坏.本算例考虑薄膜两端都受有激光热源作用的

热传导问题[1、9].模型如图6所示,与算例1类似,
薄膜两端分别考虑3类不同的激光热源作用,同
时假定薄膜两端的初始条件和边界条件对称,即
初始条件分别如下:

θ(X,0)=0 (17a)

 ∂θ∂τ
(X,0)=2ψ0η(0)[exp(-βX)+

exp(-βl+βX)] (17b)
并考虑ψ0 =1,β=1.

图6 薄膜激光热源模型

Fig.6 Modelofthinfilmwithlaserheatsource

在计算中,全部选取一维单元,单元长度为

0.05,单元数为200,节点数为201,时间步长为

0.00075,薄膜厚度为10个单位.
当热源满足式(13)时求得薄膜长度方向的温

度分布如图7所示.
当热源满足式(14)时同样可以求得薄膜长度

方向的温度分布如图8所示.
当热源满足式(15)时可以求得薄膜长度方向

的温度分布如图9所示.

图7 算例2第一类激光热源下1、3、6、9
s时温度分布

Fig.7 Temperaturedistributionsat1,3,6,9

secondunder1sttypeoflaserheatsource

inthesecondexample

图8 算例2第二类激光热源下1、3、6、9s
时温度分布

Fig.8 Temperaturedistributionsat1,3,6,9

secondunder2ndtypeoflaserheatsourcein

thesecondexample

图9 算例2第三类激光热源下1、3、6、10s
时温度分布

Fig.9 Temperaturedistributionsat1,3,6,10

secondunder3rdtypeoflaserheatsourcein

thesecondexample
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将计算结果与文献[9、10]相比,可以看出利

用时域间断Galerkin有限元法所得到的计算结

果与解析解十分吻合.

3 结 语

本文利用时域间断 Galerkin有限元法对单

相延迟的双曲型激光热源作用的热传导过程进行

了数值模拟,分别考虑了半无限体和薄膜两种情

况下的热传导过程.
计算结果显示出,由于时域间断Galerkin有

限元法在时域上对时间函数及其导数进行了一阶

到三阶的插值,并且允许时间函数和其导数在时

间节点上间断,保证了时间函数连续的同时,有效

避免了在计算激光热传导时对时间函数进行差分

而带来的数值振荡现象.时域间断Galerkin有限

元法是分析瞬态激光非傅里叶热传导问题的有效

方法.
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Applicationsoftime-discontinuousGalerkinFEMtolaserheatingprocess

WU Zhi-gang1, GUO Pan2, WU Wen-hua*2

(1.SchoolofAeronauticsandAstronautics,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysisforIndustrialEquipment,DalianUniversityofTechnology,

Dalian116024,China)

Abstract:Thenumericalsimulationsofnon-Fourierheatconductioninthesemi-infinitebodyand
thinfilmsubjectedtovariouslaserheatsourceswereconductedbyusingtime-discontinuousGalerkin
finiteelementmethod(FEM).ThemainfeatureofthismethodisthatcubicHermiteinterpolation
andlinearinterpolationforbothtemperatureanditstime-derivativeareadoptedinthetimedomain,

respectively.Thesimulatedresultsofheatconductioninsemi-infinitebodyproblem are well
consistentwithanalyticalresults.Thesimulatedresultsindicatethattime-discontinuousGalerkin
FEMdemonstratesthegoodperformanceinhighfrequencylaseractionproblem,ineliminating
spuriousnumericaloscillationsandinprovidingmoreapplicationsinindustrialengineering.

Keywords:non-Fourierheatconduction;time-discontinuousGalerkinfiniteelementmethod;laser
heatsource;numericalsimulation;thinfilm

5 第1期 吴志刚等:时域间断Galerkin有限元法在激光热加工过程中应用


