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基于Copula函数和王变换的巨灾死亡率债券定价研究
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摘要:为提高保险公司对巨灾风险的承保能力,研发了一类与巨灾死亡率相关联的债券.采
用含Poisson频率的跳-扩散过程刻画死亡率的随机波动,描述了巨灾死亡率所具有的跳跃特

征.采用GumbelCopula函数描述了不同地区死亡率的相关性,进而改进了巨灾死亡率债券

触发指数的构造.最后,基于王变换构建了不完全市场中巨灾死亡率债券的定价模型,并给出

了债券价值及其影响因素的 MonteCarlo模拟结果.实证分析结果表明,MonteCarlo模拟

10000次预测的死亡率指数与真实值拟合优度良好,验证了计算结果的有效性和一致性.
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0 引 言

巨灾死亡率债券是国际上新兴的一种风险证

券化产品.这类特殊的债券交易可以提升寿险公

司承保和抗风险能力,增强保险业在救灾、抢险以

及灾后重建中的作用,减缓国家的财政压力.同

时,还可以为资本市场的投资者提供新的投资工

具,有利于实现保险业与资本市场的融合与共赢.

2003年底瑞士再保险公司发行了世界上第一只

死亡率债券,成为死亡率风险证券化具有开创意

义的尝试.随着世界范围内巨灾事件的增多,此类

产品的研发已得到国际理论和实业界的强烈关

注.但中国在此领域的研究还处于定性讨论阶段.
目前,我国巨灾风险不断升级,保险业发展滞后,

此类产品定量研究的必要性和紧迫性不断凸显.
巨灾死亡率债券定价有两个关键点或难点:

一个是对合同中指定地区的人口死亡率风险的合

理预测;另一个是定价的方法要适用于此类债券

交易所处的不完全市场.有关人口死亡率的预测,

最初采用的是静态模型,并未考虑时间因素的影

响,不能反映死亡率随时间的动态变化.Lee等[1]

考虑到死亡率变动与年龄、时间的相关性,提出了

Lee-Carter模型,给死亡率预测研究带来了突破

性进展.随后,一些学者对Lee-Carter模型进行

了扩展和修正[2、3].近年来,一些学者利用随机过

程理论更加细致地刻画出了死亡率的波动特征.
如Milevsky等[4]通过Itô死力过程来刻画死亡率

的随机变动;Dahl[5]应用正随机利率模型刻画死

亡率等.死亡率预测研究已经取得较为丰硕的成

果,但应用于巨灾死亡率债券触发指数的设计还

存在一些不足.现有研究侧重于单个地区死亡率

的预测,而巨灾死亡率债券要预测的是多个地区

的联合死亡率状况.巨灾发生时,有些地区的死亡

率可能会出现跳跃,并且不同地区死亡率之间不

可避免地会具有一定的相关性.现有研究均缺乏

对这些特征的有效描述,难免会造成对死亡率风

险的低估,影响巨灾死亡率债券定价的准确性.另

外,关于死亡率风险证券化产品具体定价方法的

研究,已有学者进行了尝试.Friedberg等[6]应用

资本资产定价模型(CAPM)和以消费为基础的资

本资产定价模型(CCAPM)计算死亡率风险的费

用,研究得出利用以上基于完全市场假设的定价



理论度量死亡率风险会出现较大的误差.Dahl
等[7]将风险中性定价方法应用于死亡率风险证券

化产品定价,在理论上得出了较好的结果,但还未

能进行实证研究.Wang提出一类均衡定价方

法[8、9],利用概率分布扭曲的方法实现了在不完

全市场中的风险定价,并且具有简明的表达式,在

实证 研 究 中 具 有 较 明 显 的 优 势.Lin 等[10]将

Wang变换方法引入巨灾死亡率风险定价研究,

并进行了相关数据分析,验证了 Wang变换方法

在巨灾死亡率债券定价研究中的可行性和有效

性.本文利用跳-扩散过程刻画死亡率的随机波动

及其跳跃特征,引入Copula函数对不同地区死亡

率之间的相关性进行描述,以增强多个地区联合

死亡率预测的合理性;并在新的理论框架下运用

王变换,进一步完善巨灾死亡率债券的定价模型.

1 死亡率指数构建

为了更加合理地构造死亡率指数,本文从加

强死亡率的跳跃性和相关性这两个重要特征的刻

画,对现有研究进行完善.

1.1 死亡率服从的跳-扩散过程

首先,利用含Poisson频率的跳-扩散过程描

述某个地区人口死亡率的随机变化特征.此随机

过程能够描述出巨灾发生时死亡率出现跳跃的特

征,相对于不带跳的随机过程,更加符合死亡率随

机波动的实际情况.

设死亡率指数为qt =∑
n

i=1
kiqi

t(k1+k2+…+

kn =1),qi
t(i=1,2,…,n)表示地区i第t年的死

亡率.qi
t 服从含Poisson频率的跳-扩散过程:

dqi
t

qi
t

= (αi-λi
pυi)dt+σidWi

t+(Ji
t-1)dYi

t

(1)

式中:αi 为地区i死亡率指数瞬间变化的期望;σi

为死亡率指数的瞬间方差;Wi
t 为标准布朗运动;

Yi
t 为参数为λi

p 的泊松过程,λi
p 为跳跃频率;Ji

t 为

跳跃幅度,服从对数正态分布lnJi
t~N(αni

,σ2ni),

期望值为υi+1,即

υi∶=E[Ji
t-1]=exp{αni +σ2ni/2}-1

死亡率指数在(t,t+Δt)内发生跳跃的概率为

λi
pΔt+o(Δt),i=1,2,…,n.

需要说明的是含有跳跃项的随机过程还有很

多,本文综合考虑随机过程的代表性和运算性质

选用了以上含 Poisson频率的跳-扩散过程.当

然,根据实际需要利用其他带跳的随机过程对死

亡率进行刻画时,本文的定价方法同样适用.
1.2 基于GumbelCopula函数的死亡率指数

由于地理或人文环境的相似性,不同地区的

死亡率并不是相互独立的,而是具有一定的相关

性.缺乏死亡率之间相关性的刻画是现有死亡率

指数构建存在的主要不足.事实上,巨灾爆发时相

邻灾区的死亡率协同变化明显增强,甚至可能同

时出现跳跃的极端情形.为了进一步完善死亡率

相关性特征的刻画,本文引入Copula函数.

Copula函数是探索随机变量之间非线性相

依结构的有力工具.不同类型的Copula函数可以

描 述 不 同 的 相 关 性 模 式[11].本 文 主 要 讨 论

ArchimedeanCopula函数族.这类Copula函数处

理尖峰厚尾特征的观测样本(人口死亡率普遍具

有尖峰厚尾的分布特征)具有良好的性质,其函数

的具体表达式为

C(u1,u2,…,un)=φ-1(φ(u1)+φ(u2)+…+φ(un))

其中φ(·)称为ArchimedeanCopula函数的生成

元.按照生成元的不同,ArchimedeanCopula函

数分为二十几种.其中最具代表性的有3种,如表

1所示.

表1 具代表性的ArchimedeanCopula函数

Tab.1 RepresentativeArchimedeanCopulafunctions

函数分类 生成元φ(t) C(u,v)

Clayton t-θ-1 (u-θ+v-θ-1)-1/θ

Gumbel (-lnt)θ exp{-[(-lnu)θ+(-lnv)θ]1/θ}

Frank -lnexp
{-θt}-1

exp{-θ}-1 
- 1

θln
[1+(exp{-θu}-1)×

(exp{-θv}-1)/(exp{-θ}-1)]

图1是3种 ArchimedeanCopula函数分布

密度图.ClaytonCopula函数分布密度上尾低,下

尾高,对分布的下尾变化十分敏感,能快速捕捉到

下尾相关的变化,可用于描述下尾相关性特征;

GumbelCopula函数密度分布上尾高,下尾低,对

分布的上尾变化十分敏感,能快速捕捉到上尾相

关的变化,可用于描述上尾相关性特征;而Frank
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Copula的分布密度具有对称性,对上尾和下尾相

关性描述都不敏感,难以捕捉到尾部相关性变化.

(a)ClaytonCopula函数分布密

度 (θ=1.514)

(b)GumbelCopula函数分布密

度 (θ=1.321)

(c)FrankCopula函数分布密度

(θ=4.604)

图1 3种Copula函数分布密度

Fig.1 ThreekindsofCopulafunctiondistribution

density

不同地区死亡率之间的相关性,主要表现在

上尾相关性特征.即巨灾发生时一个地区死亡率

上升,其他地区死亡率上升的概率增大的情形.例

如印度洋海啸事件,导致十多个国家的人口死亡

率的协同上升.因此要利用能够快速捕捉这种相

关性特征的 GumbelCopula函数来刻画不同地

区死亡率的相关特征,以此完善死亡率指数的构

造.
现将二元GumbelCopula函数扩展到n元:

C(u1,u2,…,un)=exp{- [∑
n

i=1

(-lnui)θ]
1
θ

};

θ∈ [1,∞)

则由n个地区人口死亡率生成的n维随机向

量(q1t q2t … qn
t)的联合概率分布可写成

 C(F(q1t),F(q2t),…,F(qn
t))=

exp - ∑
n

i=1

(-lnF(qi
t))θ[ ]

1
θ{ } (2)

其中

lnqi
t|(q0,Yt =c)~N(lnq0+

(r-(σi)2/2-λi
pυi)t+cαni

,(σi)2t+cσ2ni)

2 双因子王变换下的巨灾死亡率债

券定价模型

巨灾死亡率债券定价的基本原理与其他类型

债券相似,都是计算债券预期未来现金流的现值.
由经典的资产定价理论可知,在一个完全市场中,

任何一种现金流均可由该市场中交易的某些证券

组合加以复制[12].而巨灾死亡率债券的现金流受

地震、飓风、洪水等自然灾害或其他保险风险的影

响,通常无法由股票、债券等传统资产的组合来复

制,只能在不完全市场的条件下对死亡率关联债

券进行定价.为克服不完全市场定价这一难点,本

文利用王变换方法.

2.1 王变换

王变换定义扭曲算子(distortionoperator):

gλ(u)=Φ[Φ-1(u)+λ] (3)

其中Φ(·)是正态分布函数,λ为参数,0<u<1.
设随机变量Z为保险市场中在区间[0,T]的

负债,记F(z)为其分布函数,则扭曲分布

F*(z)=gλ(F(z))=Φ[Φ-1(F(z))+λ]

(4)

即为 F(z)的 单 因 子 王 变 换(one-factor Wang

transform).
这里,λ为市场风险价值,反映了保险市场中
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的系统风险或公司特有的不可对冲的风险水平.
单因子王变换要求概率分布已知.然而,实际研究

中概率分布经常是根据有限的样本数据估计得到

的,即使选择很好的样本和参数估计方法也不可

避免地会出现参数估计结果不准确的情况.为了

解决 这 一 问 题,Wang 给 出 了 双 因 子 王 变 换

(two-factorWangtransform):

F*(z)=Q[Φ-1(F(z))+λ] (5)

其中Q 是t分布函数.
王变换的意义在于产生了一条经过“风险调

整”后的“价格曲线”F*(z).用F*(z)替代原累

积函数F(z)求期望,再通过折现计算,就可以得

到不完全市场中负债的公平价格.

2.2 巨灾死亡率债券的定价模型

本文利用 GumbelCopula函数构造的死亡

率指数,只能通过参数估计得到其分布情况.为了

减少由于参数不确定性带来的误差,下面通过双

因子王变换为巨灾死亡率债券定价.
设单位本金在t时刻的损失为

st =

0; qt≤aq0

1- bq0-qt

(b-a)q0
; aq0 <qt≤bq0

1; qt>bq0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中1<a<2,1<b<2且a<b.
则到期日债券的价值

Vm =
F(1-∫

T

0
stdt);∫

T

0
stdt<1

0; ∫
T

0
stdt≥1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(6)

设r为无风险利率,则面值为F 的巨灾死亡

率债券的价值

 V* =E*[Vm]exp{-rT}=

FE* [1-∫
T

0
stdt]exp{-rT}=

F{1-E* [∫
T

0
1- qt-aq0

(b-a)q0
æ

è
ç

ö

ø
÷dt] } ×

exp{-rT}=

F(1-∫
T

0
1-E*[qt]-aq0

(b-a)q0
æ

è
ç

ö

ø
÷dt) ×

exp{-rT} (7)

其中死亡率指数联合分布为

 C(F(q1t),F(q2t),…,F(qn
t))=

exp{- [∑
n

i=1

(-lnF(qi
t))θ]

1
θ

} (8)

E* 为联合概率分布C 双因子王变换为C* 后的

期望值,

C* =Q[Φ-1(C(F(q1t),F(q2t),…,F(qn
t)))+λ]

(9)

3 实证分析

本文利用汶川地震受灾最为严重的两个省

份———四川省和甘肃省的人口死亡率数据进行相

关的实证分析.

3.1 数据说明

人口数据来自中国人口信息网、《中国统计年

鉴》和《新中国五十年统计资料汇编》.无风险利率

初值的选取为2007-12-29发布的1年期Shibor5
日均值4.5697%,相关数据来自http://www.

shibor.orgshibor/web/shiborDefDownIFrame.

jsp.
由图2可以看出,自建国以来两省的人口死

亡率均呈现下降趋势,且具有相类似的波动形态.
在1959~1962年3年自然灾害时期,两省同时出

现死亡率的跳跃.

图2 四川省和甘肃省人口的死亡率

Fig.2 TotalpopulationdeathrateofSichuanand

Gansuprovinces

表2描述的是两组样本数据的统计特征,偏

度均大于0,峰度均大于3.可以判断两组数据的

分布均具有尖峰、厚尾和右偏的特征.进一步检验

两个省人口死亡率的相关性,利用SPSS软件计

241 大 连 理 工 大 学 学 报 第52卷 



算得出,Kendall相关系数τb 为0.614,说明两组

数据具有较强相关性.

表2 统计特征描述

Tab.2 Statisticalcharacterizationdescription

省份 S ES K EK

四川 3.412 0.314 12.794 0.618
甘肃 4.325 0.314 23.889 0.618

注:S为偏度

3.2 参数估计

巨灾死亡率债券定价模型复杂且存在死亡率

数据不足的问题,为减少参数估计的误差,本文整

合现有参数估计方法的优势,分阶段估计参数.首

先,采用Lee等[13]的跳辨识方法估计式(1)中的

跳跃项参数.把跳跃项参数估计结果代入式(1)再

利用MCMC算法[14],估计剩余的参数αi 和σi.进

一步,利用Lin等[10]的方法估计市场风险价值λ,

通过Kendall相关系数估计参数θ[15].结果如表3
所示.

表3 巨灾死亡率债券定价模型中的参数估

计结果

Tab.3 Resultsofparameterestimationforpricing

modelofcatastrophemortalitybonds

省份 μi σi μi
p σi

p λi
p λ θ

四川 -0.00880.0053 0.4319 0.1403 0.0517 0.36162.5907
甘肃 -0.00820.0025 0.0662 0.2023 0.0345 0.36162.5907

3.3 定价实例

设计票面价值10亿元人民币的5年期本金

有风险的巨灾死亡率债券.该债券2007年底发

行,2013-01-01到期.债券给付与四川省和甘肃

省的联合人口死亡率指数qt 相关联.
四川省和甘肃省人口总数比近似为7∶3(中

国人口信息网),设四川省人口死亡率在死亡率指

数中的权重为70%,甘肃省人口死亡率的权重为

30%.用qS2007表示2007年四川省人口死亡率乘以

1000,qG2007 表示甘肃省人口死亡率乘以1000.由

2008年《中国统计年鉴》可知qS2007=6.29,qG2007=

6.65.则 2007 年 实 际 死 亡 率 指 数 为 q2007 =

0.7qS2007+0.3qG2007 =6.398.如果死亡率指数累积

恶化程度超过2007年实际死亡率指数的10%,寿

险公司就可以按比例减少对投资者的本金支付,

作为死亡率风险补偿.如果累积死亡率超过2007
年死亡率指数的30%,就可以提取全部本金支

付.单位本金损失的表达式为

st=

0; qt≤1.1q2007

1-1.3q2007-qt

0.2q2007
;1.1q2007 <qt≤1.3q2007

1; qt>1.3q2007

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

利用GumbelCopula函数描述两省死亡率的

相关性特征,进一步通过双因子王变换得出巨灾

死亡率债券的定价公式:

 V* =1000000000× (1-

∫
5

0
1-E*[qt]-1.1q2007

(1.3-1.1)q2007
æ

è
ç

ö

ø
÷dt) ×

exp{-0.45697×5}

式中:E* 是qt 服从概率分布为C* 的期望值,

C* =Q[Φ-1(C(F(qSt),F(qGt)))+ λ], 其 中

C(F(qSt),F(qGt))=exp {- [(-lnF(qSt))θ +

(-lnF(qGt))θ]
1
θ}.

由于V* 没有显式表达式,下面通过 Monte

Carlo模拟计算债券价格,步骤如下.
第1步 生成n个服从(0,1)独立均匀分布

的随机向量(v1 v2)T.
第2步 生成(u1 u2)T:令u1=v1;u2 是如

下方程的解:

v2u1(-lnu1)
1-θ
θ =[(-lnu1)θ+(-lnu2)θ]

1-θ
θ ×

exp{-[(-lnu1)θ+

(-lnu2)θ]
1
θ}

这里,由于u2 没有封闭解,采用牛顿迭代法

求解.
第3步 生成(qSt qGt)T,t=1,2,…,5,由

F*(qSt)=u1,F*(qGt)=u2,

t=1时 可 得(qS1 qG1)T,从 而 得 到q1 =
70%qS1+30%qG1;

t=2时 可 得(qS2 qG2)T,从 而 得 到q2 =
70%qS2+30%qG2;

︙

t=5时 可 得(qS5 qG5)T,从 而 得 到q5 =
70%qS5+30%qG5.

第4步 重复第1~3步k次,就可以用算术
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平均来估计qt.
第5步 代入价值公式(7)计算V.
利用 Matlab软件编程计算,当模拟次数达到

10000次时结果趋于稳定,可得债券的价值为

6.5708×108.由于价格计算采用固定利率折现,

计算结果的可靠度主要取决于通过 MonteCarlo
模拟得到的死亡率指数.利用K-S检验对死亡率

指数的拟合优度进行检验.在0.95的置信水平

下,P 值为0.7263,远大于0.05,通过检验.说明

MonteCarlo模拟10000次预测的死亡率指数与

真实值拟合优度良好,进而验证了计算结果的有

效性和一致性.
3.4 参数敏感度分析

下面分析定价模型中主要参数的敏感度.图

3(a)是参数a和b单个变动或同时变动对巨灾死

亡率债券价格的影响,可以为债券设计中a和b的

取值提供一定的参考.图3(b)分析的是死亡率的

     

(a)a和b变动下

(b)μi
p 和σi

p 变动下

图3 参数变动下V*的趋势图

Fig.3 TendencygraphofV*underthechange

ofparameters

跳跃参数μi
p 和σi

p 的敏感度,可以看出死亡率跳

跃参数对债券价格的影响是显著的,从而也验证

了本文对死亡率跳跃特征的描述是必要的.

4 结 语

本文从我国巨灾严重、保险业发展滞后的客

观实际出发,设计了一类巨灾死亡率债券,意在大

幅度提高保险公司对巨灾保险的承保能力,扭转

长期依赖国家财政的被动局面.在债券的设计和

定价上,主要从死亡率指数的构造和不完全市场

定价方法两个方面弥补了国际上现有研究存在的

不足.利 用 含 Poisson 频 率 的 跳-扩 散 过 程 和

Copula函数构造的死亡率指数,涵盖了死亡率的

跳跃性和相关性特征的描述,较已有研究对未来

死亡率风险的预测更为合理.在定价方法上,通过

王变换实现了在不完全市场中给巨灾死亡率债券

定价的方法,避免了基于完全市场假设的定价方

法可能产生的偏差.在理论推进的基础上,本文针

对我国灾害多发区四川省和甘肃省两省的人口死

亡率数据,给出巨灾死亡率债券的定价实例,并通

过价格计算、参数敏感度分析等实证分析验证了

定价模型的可行性和有效性.巨灾死亡率债券不

仅可以实现死亡率风险的有效管理,还能为资本

市场带来巨大商机,在我国拥有无限的潜力和发

展空间.随着我国资本市场的成熟,不久的将来,

巨灾风险证券化可能会成为巨大灾害的风险管理

机制中的重要环节.
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Pricingcatastrophemortalitybonds
basedonCopulafunctionandWangtransform

SHANG Qin*, QIN Xue-zhi, ZHANG Yue-mei, HU You-qun

(FacultyofManagementandEconomics,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Inordertoenhancecatastrophicriskunderwritingcapacityofinsurancecompanies,a
catastrophemortalitylinkedbondisdesigned.Thefluctuationoftherandommortalityismodeledby

jump-diffusionprocesswithPoissonfrequency.Therandomprocesscandescribethejumpfeaturesof

thecatastrophemortality.ThecorrelationofmortalityindifferentregionsisexpressedbytheGumbel

Copulafunction.Theimprovementsabovemakethetriggerindexofthecatastrophemortalitybond

morereasonable.Finally,thepricingmodelofcatastrophemortalitybondintheincompletemarketis

establishedbasedonWangtransform.Thepriceofthebondandtheimpactdegreeofcorresponding

factorsarecalculatedby MonteCarlosimulation.Empiricalresultsshowthat mortalityindex

predictedby10000timesofMonteCarlosimulationagreeswellwithrealstatistics.Theresultis

verifiedtobevalidandconsistent.

Keywords:jump-diffusionprocess;Copulafunction;mortalityindex;Wangtransform;incomplete

market
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