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摘要椇在 维模糊集理论的基础上棳给出了 维凸模糊集的定义棳利用凸模糊集的有关性质
研究了 维凸模糊集的有关性质棶在此研究基础上棳又给出了 维棬闭棭模糊数的概念棳根据模
糊数的有关性质得到了 维棬闭棭模糊数相应的运算性质和表示定理棳为建立基于 维模糊集

的凸分析理论奠定了基础棶
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棸 引  言
向量空间上凸模糊子集概念首先由斱斸斾斿旇在

其模糊集的开创性论文中给出椲棻椵棳其后许多学者
针对模糊集的代数性质及拓扑性质等进行了深入

的研究椲棽暙椆椵棶文献椲棻棸椵又将凸性的理论引入到直
觉模糊集的理论中棶在文献椲椄椵的基础上棳文献
椲棻棻椵给出了三维凸模糊子集的概念棳并刻画了各
种棬棳棭 三维凸模糊子集棶

在上述学者研究工作的基础上棳本文在文献
椲棻棽椵给出的 维模糊集截集的基础上棳利用凸模
糊集的有关性质棳得到 维凸模糊集的有关性质棳
推广以上学者的有关工作棶并进一步给出 维模

糊数的概念及其运算棳研究其性质棳以期为以后
的模糊决策研究打下基础棶
棻 维模糊集

记 椊楙棬棻棳棽棳暛棳 棭旤棸曑 棻曑 棽曑暛
曑 曑棻楜棶在 上的运算定义如下椇

棬棻棭棬棻棳棽棳暛棳 棭曑 棬棻棳棽棳暛棳 棭炡 曑
棬椊棻棳棽棳暛棳棭棶
棬棻棳棽棳暛棳 棭灮棬棻棳棽棳暛棳 棭炡 椉 棬椊

棻棳棽棳暛棳棭棶
棬棻棳棽棳暛棳 棭椉棬棻棳棽棳暛棳 棭炡 曑 棬椊

棻棳棽棳暛棳棭棳且对某个 棳有 椉 棶
棬棽棭设 椊棬棻棳棽棳暛棳 棭暿 棬暿 棭棳则
暸暿 灳 棬暸暿 棻棳暸暿 棽棳暛棳暸暿 棭棳暷暿 灳

棬暷暿 棻棳暷暿 棽棳暛棳暷暿 棭
棬棾棭设 椊棬棻棳棽棳暛棳 棭暿 棳则 斻灳棬棻棴

棳棻棴 棴棻棳暛棳棻棴 棻棭棶
棬棿棭棻椊 棬棻棳棻棳暛棳棻棭棳棸椊 棬棸棳棸棳暛棳棸棭棳则

棬 椈暸棳暷棳斻棳棻棳棸棭形成一个斈斿斖旓旘旂斸旑代数棶
定义棻椲棻棽椵 设 是一个集合棳令

椊 楙旤 椇 曻 是一个映射楜
则称 暿 是 上的一个 维模糊集棳将其记作
棬棭椊棬 棻棬棭 棽棬棭 暛 棬棭棭椈炐 暿
根据 中运算的定义棳不难知道 形成一

个斈斿斖旓旘旂斸旑代数棶在文献椲棻椵中棳定义
棬棲棻棭椊楙旤 椇 曻楙棸棳棻棳棽棳暛棳棴棻棳

棻楜是一个映射楜
将棬棲棻棭中的元素称为 上的 棲棻 值模糊集棶



根据斱斸斾斿旇模糊集运算的定义棬棲棻棭 也形
成一个斈斿斖旓旘旂斸旑代数棶

定义棽椲棻棽椵 设 暿 为一个 维模糊集棳
棬棭椊 棬 棻棬棭 棽棬棭 暛 棬棭棭棳对 暿
椲棸棳棻椵棳令

棬棭椊

棻椈 棻棬棭曒
棴棻椈 棻棬棭椉 曑 棽棬棭
暛
棻椈 棴棻棬棭椉 曑 棬棭
棸椈 椌 棬棭

掛

掝

掜

梹梹梹梹梹
梹梹梹梹梹

则称 为 的 截集棶

由此可见棳楙 棬棭旤 暿 楜灹楙棸棳棻棳棽棳暛棳
棴棻棳棻楜棳即 暿 棬棲棻棭棶
本文中棳 表示斠上的一个向量空间椈 暷 棬

暸 棭意味两个实数 与 取小棬大棭棶
设 是 上的一个模糊子集棳若对任意 暿

棬棸棳棻椵及 暿 棳 满足椇 椊 时棳棬棭椊 椈否则
棬棭椊棸棳则称 为一个模糊点棳记作 棶根据模
糊集的扩展原理棳模糊点的加法运算与数乘运算
定义如下椇

棲 椊 棬棲 棭暷 棳 椊 棬 棭
其中 棳 暿 棳棳暿 棬棸棳棻椵棳 暿斠棶

对于一个模糊点 和一个模糊集 棳如果
棬棭曒 棳则称 属于 棳记为 暿 棶
模糊集 称作 上的凸模糊子集棳如果对任

意的 棳 暿 及 暿 椲棸棳棻椵棳有
棬棬棻棴 棭棲 棭曒 棬棭暷 棬棭

设 为实数集斠上的一个正规模糊集棳即存
在 棸暿斠使 棬棸棭椊棻棶如果对任意的 暿椲棸棳棻椵棳
为一区间棳则称 为一个模糊数棶将模糊数的全

体记成斊棸棶

棽 维凸模糊集

定义棾 称 暿 为一个 维凸模糊集棳如
果对任意的 暿椲棸棳棻椵棳 为 上的凸模糊子集棶

对 暿 棳设 棬棭椊 棬 棻棬棭 棽棬棭 暛
棬棭棭棳炐 暿 棶
定理棻 暿 为一个 维凸模糊集当且仅

当 棬椊棻棳棽棳暛棳棭均为 上的凸模糊子集棶
证明 暟炨暠对任意的 棳暿 及 暿椲棸棳棻椵棳

有

棬棬棻棴 棭棲 棭曒 棬棭暷 棬棭
若 棬棭暷 棬棭椊棻棳有 棻棬棭曒 棳 棻棬棭曒

棶根据 棻为 上的凸模糊子集棳故有
棻棬棬棻棴 棭棲 棭曒 棻棬棭暷 棻棬棭曒

因此 棬棬棻棴 棭棲 棭椊棻棶
若 棬棭暷 棬棭椊 棴棻棳则有 棽棬棭曒 棳

棽棬棭曒 棶由 棽为 上的凸模糊子集棳有
棽棬棬棻棴 棭棲 棭曒 棽棬棭暷 棽棬棭曒

于是

棬棬棻棴 棭棲 棭曒 棴棻椊 棬棭暷 棬棭

依此类推棳若 棬棭暷 棬棭椊棻棳则 棬棭曒
棳 棬棭曒 棶由 为 上的凸模糊子集棳有

棬棬棻棴 棭棲 棭曒 棬棭暷 棬棭曒
于是

棬棬棻棴 棭棲 棭曒 棻 椊 棬棭暷 棬棭
因此对任意的 棳 暿 及 暿椲棸棳棻椵棳有 棬棬棻棴
棭棲 棭曒 棬棭暷 棬棭棶
暟炤暠如果存在 棬棻曑 曑 棭棳使得 不是

上的凸模糊子集棳则存在 棳 暿 及 暿 椲棸棳棻椵棳
使得 棬棬棻棴 棭棲 棭椉 棬棭暷 棬棭棶于是存
在 暿 棬棸棳棻棭棳使得

棬棬棻棴 棭棲 棭椉 椉 棬棭暷 棬棭
若 棬棭暷 棬棭椌 棳则 棬棭椌 棳 棬棭椌 棶
故

棬棭曒 棴 棲棻棳 棬棭曒 棴 棲棻
由 为一个 维凸模糊集棳故
棬棬棻棴 棭棲 棭曒 棬棭暷 棬棭曒 棴 棲棻

这说明 棬棬棻棴 棭棲 棭曒 棶矛盾棶
显然当 椊棻时棳 维凸模糊集便是文献椲棽椵

的凸模糊集椈当 椊棽时棳便可得到区间值凸模糊
子集与直觉凸模糊子集椈当 椊棾时棳就是棾维凸
模糊子集椈当 椊棿时棳便可得到区间值直觉凸模
糊子集棳由此可见棳对上述的 维凸模糊集研究具
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有一般的意义棶
定理棽 设 暿 棳则 为 的 维凸模糊

集的充要条件为

对任意 棻棳棽棳暛棳 暿 和 棻棳棽棳暛棳 暿
椲棸棳棻椵棳暺

椊棻
椊棻棳有

棬暺
椊棻

棭曒旐旈旑楙 棬棻棭棳暛棳 棬 棭楜
证明 充分性显然棶
必要性椇由定义知棳当 椊棽时棳结论成立棶假

设当 椊 时棳结论成立棳即
棬暺
椊棻

棭曒旐旈旑楙 棬棻棭棳暛棳 棬 棭楜
当 椊 棲棻时棳不妨设 棲棻曎棻棳则
棬暺棲棻
椊棻

棭椊 棬暺
椊棻

棲 棲棻 棲棻棭椊
棬棬棻棴 棲棻棭暺

椊棻棻棴 棲棻
棲

棲棻 棲棻棭曒
棬暺
椊棻棻棴 棲棻 棭暷 棬 棲棻棭曒

棬棻棭 暷 暛 暷 棬 棭 暷
棬 棲棻棭棶

即 椊 棲棻时结论成立棶故结论成立棶
定理棾 设 暿 棳则 为 的 维凸模糊

集的充要条件为

对任意的 棳 暿 棳棳暿 棬棸棳棻椵及 暿 椲棸棳
棻椵棳有椲棬棬棻棴 棭 棲 棭暿 椵曒 椲 暿 椵暷
椲 暿 椵棶

其中椲 暿 椵表示 属于 的程度棳定义为
椲 暿 椵灳 棬棭棬 暿 椲棸棳棻椵棭棶

证明 充分性椇由椲棬棬棻棴 棭 棲 棭暿 椵曒
椲 暿 椵暷 椲 暿 椵棳知

暷 棬棬棻棴 棭棲 棭曒 棬棭暷 棬棭
取 椊 即知 为 的 维凸模糊集棶

必要性椇令 椊 椲 暿 椵暷 椲 暿 椵椊
棬棭暷 棬棭棶
当 椊棻时棳有 棻棬棭曒 棳 棻棬棭曒 棶由定理

棻知 棻是凸模糊集棳从而
棻棬棬棻棴 棭棲 棭曒 棻棬棭暷 棻棬棭曒 暷

故 暷 棬棬棻棴 棭棲 棭椊棻棳从而

椲棬棬棻棴 棭 棲 棭暿 椵椊棻
故椲棬棬棻棴 棭 棲 棭暿 椵曒 椲 暿 椵暷椲 暿
椵棶
当 椊 棴棻时棳有 棽棬棭曒 棳 棽棬棭曒 棳由

定理棻知 棽是凸模糊集棳从而
棽棬棬棻棴 棭棲 棭曒 棽棬棭暷 棽棬棭曒 暷

故 暷 棬棬棻棴 棭 棲 棭曒 棴棻棳从而椲棬棬棻棴
棭 棲 棭暿 椵曒 椲 暿 椵暷 椲 暿 椵棶
当 取其他值时类似可证棶
关于 维凸模糊集的其他性质棳如两个 维

凸模糊集的交还是 维凸模糊集等类似的结论这

里不再给出棳不难将凸模糊集的有关性质推广到
维凸模糊集的情形棶当然也可以类似文献椲棻棻椵
的研究给出各种棬棳棭 维凸模糊子集和棬棳棭
维凸模糊子集棳这里从略棶
棾 维模糊数

定义棿 设 棬棭椊 棬 棻棬棭 棽棬棭 暛
棬棭棭棳炐 暿斠棳即 为实数域斠上 维模糊集棶

如果对任意的 暿椲棸棳棻椵棳 为模糊数棳则称 为

维模糊数棶其全体记作斊棸棶
定理棿 设 为实数域斠上的 维模糊集棳

则 为 维模糊数的充要条件为 棬椊棻棳棽棳暛棳
棭均为模糊数棶
证明 设 为 维模糊数棳则由定义知对任

意的 暿椲棸棳棻椵棳 为模糊数棳从而 为凸集棳故
由定理棻知棳 棬椊棻棳棽棳暛棳棭为凸模糊集棶

再由 为模糊数知 为正规的棳从而存在
棸暿斠棳使得 棻棬棸棭椊棻棶由定义棽棳有 棻棬棸棭椊
棻棶故 棬棸棭椊棻棬椊棻棳棽棳暛棳棭棳即 为正规的棳
因此 棬椊棻棳棽棳暛棳棭均为模糊数棶

反之棳如果 棬椊棻棳棽棳暛棳棭均为模糊数棳则
棻为正规的棳从而存在 棸暿斠棳使得 棻棬棸棭椊棻棶
再根据 棻棬棭曑 棽棬棭曑 暛 曑 棬棭知棳
棽棬棸棭椊 暛 椊 棬棸棭椊棻棶故 棻棬棸棭椊棻棶这说
明模糊集 是正规的棶又 棬椊棻棳棽棳暛棳棭均为
凸模糊集棳再由定理棻知棳 为凸模糊集棳因此
为 维模糊数棶

根据模糊集的斱斸斾斿旇扩展原理棳可以得到模

椂棸棾 大 连 理 工 大 学 学 报 第椀棽卷  



糊数的运算棳于是便可根据模糊数的运算规定
维模糊数的运算棶

设 棳 暿斊棸棳棬棭椊 棬 棻棬棭 棽棬棭 暛
棬棭棭棳棬棭椊 棬棻棬棭 棽棬棭 暛 棬棭棭棳

则 与 的运算暟灣暠定义为
棬 灣 棭棬棭暶椊棬棬 棻灣 棻棭棬棭 棬 棽灣 棽棭棬棭

暛 棬 灣 棭棬棭棭
其中 灣 暿 楙棲棳暷棳暸楜棶

根据模糊数的运算法则棳不难得到 维模糊

数的运算法则棶
定理椀 设 棳棳 暿斊棸棳则
棬棻棭 棲 椊 棲 椈
棬棽棭 棲棬 棲 棭椊棬 棲 棭棲 椈
棬棾棭 棲棸椊棸棲 椊 椈
棬棿棭 暸 椊 暸 棳 暷 椊 暷 椈
棬椀棭棬暸 棭暸 椊 暸棬暸 棭棳棬暷 棭暷 椊

暷棬 暷 棭椈
棬椂棭 暸 椊 棳 暷 椊 椈
棬椃棭 暸棬 暷 棭椊 棳 暷棬 暸 棭椊 椈
棬椄棭 暸 棬 暷 棭椊 棬 暸 棭暷 棬 暸 棭棳

暷棬 暸 棭椊棬 暷 棭暸棬 暷 棭棶
棿 维模糊数的表示

如果 为 维模糊数棳则由定理棿知 棬椊
棻棳棽棳暛棳棭均为模糊数棳从而对任意的 暿棬棸棳棻椵棳
棬椊棻棳棽棳暛棳棭均为区间棳并将其称为 维模

糊数 的截集表示棶由于 棻棬棭曑 棽棬棭曑暛曑
棬棭棳有 棻 灹 棽 灹 暛 灹 棶这时将棬 棻棳 棽棳

暛棳 棭称为 维区间数棶如果 棬椊棻棳棽棳暛棳棭
均为闭棬开棭区间棳则称之为闭棬开棭区间数棶在以
后的研究中棳更关注 棬椊棻棳棽棳暛棳棭均为闭区
间的情形棳将这样的 维模糊数棬或集棭称为闭的棶

对于 椊棸的情形棳做如下规定椇
设 为实数域斠上的一个模糊集棳现规定

棸椊 棬旙旛旔旔 棭棳即 棸是旙旛旔旔 椊楙旤 棬棭
椌棸楜的闭包棳也就是包含旙旛旔旔 的最小闭集棶

对于 维闭模糊数棳有如下结果椇
定理椂 设 为实数域斠上的 维模糊集棳

则 为 维闭模糊数当且仅当下列条件成立椇
棬棻棭 棬椊棻棳棽棳暛棳棭是上半连续的椈

棬棽棭 棻是正规的椈
棬棾棭 为 维凸模糊集椈
棬棿棭 棸椊 棬旙旛旔旔 棭在斠中有界棶
根据如下事实不难证明定理椂棶
棬斸棭 椊楙旤 棬棭曒 楜是闭集当且仅当 是

上半连续函数椈
棬斺棭如果 为实数域斠上的一个模糊集棳则

为凸模糊集当且仅当 为区间棬炐 暿 椲棸棳棻椵棭棶
这样棳便将文献椲棻棾椵关于模糊数的概念推广

到 维模糊集理论棶下面利用文献椲棻棽椵中关于
维模糊集的表现定理和文献椲棻棿椵中关于模糊数
的表现定理给出 维闭模糊数的表现定理棶

定理椃 设楙椲 棬棭棳 棬棭椵楜棬椊棻棳棽棳暛棳棳
棸曑 曑棻棭是斠上的一族非空有界闭区间棳且满
足椇

棬棻棭椲 棲棻棬棭棳棲棻棬棭椵灲 椲 棬棭棳 棬棭椵棬 椊
棻棳棽棳暛棳棴棻棭椈

棬棽棭对棸椉 棻 椉 棽棳有椲 棬棽棭棳 棬棽棭椵灹
椲 棬棻棭棳 棬棻棭椵棬椊棻棳棽棳暛棳棭椈

棬棾棭对任何非减列楙 楜灱 椲棸棳棻椵棳且 朁 棳
有  

椲 棬棭棳 棬棭椵椊 椲旍旈旐曻曓 棬 棭棳旍旈旐曻曓 棬 棭椵
即 椲 棬棭棳 棬棭椵椊暽曓

椊棻
椲 棬 棭棳 棬 棭椵棬 椊 棻棳

棽棳暛棳棭棳则 椊 椲 棬棭棳 棬棭椵棬椊棻棳棽棳暛棳棭
为某一 维模糊数 的截集表示棶

反之棳若椲 棬棭棳 棬棭椵棬椊棻棳棽棳暛棳棭为某
一 维模糊数 的截集表示棳则必须满足条件
棬棻棭暙 棬棾棭棶
椀 结  语

本文在文献椲棻棽椵给出的 维模糊集的基础

上棳首先给出了 维凸模糊集的概念棳并研究了其
等价条件椈然后给出了 维模糊数的概念棳得到
了 维模糊数的运算性质椈最后棳针对 维闭模糊

数给出了其表现定理棳从而将文献椲棻棾暍棻棿椵中关
于模糊数的有关定理推广到 维模糊数的情形棳
将为以后的 维模糊数值函数的微积分学打下基

础棶
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