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在无界凸区域上多个布朗运动之和首冲时
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摘要椇考虑在无界区域中斅斿旙旙斿旍函数下多个布朗运动和的首冲时问题棶介绍了利用高斯计
算技巧和斢旍斿旔旈斸旑不等式得到的单个布朗运动在无界开区域 棲棻中首冲时的上﹑下界的渐

近估计棳然后考虑了多个布朗运动的和在斅斿旙旙斿旍函数下首冲时的上﹑下界渐近估计棶首先考
虑在移动边界下的首冲时问题棳之后再推广到无界区域中多个布朗运动的和棶说明单个的布
朗运动首冲时问题棳可以推广到多个布朗运动之和的首冲时问题棶
关键词椇斅斿旙旙斿旍函数椈首冲时椈斢旍斿旔旈斸旑不等式椈布朗运动椈渐近估计
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棸 引  言
布朗运动在各种区域上出逃概率的研究是基

于大偏差理论与小球概率理论的棶大偏差理论在
研究高斯过程的概率上极限问题中起到了关键的

作用棳例如斢旚旘斸旙旙斿旑型迭代算法的收敛率等研
究棶在过去的几十年里棳大偏差理论已经得到了巨
大的发展棶然而对于小球概率估计的计算方法还
比较繁琐棳研究也有待进一步的完善棶到现在只有
少量的高斯测度棳它们的小球概率可以被完全地
确定棳但还有很多没有被准确地估计出来棶小球概
率理论是研究高斯过程概率下极限的关键步骤棶
它的研究不仅与各种紧集及算子有着紧密的联

系棳而且在 斢旚旘斸旙旙斿旑型迭代率及经验过程﹑
斎斸旛旙斾旓旘旀旀维数的研究中也得到了很多应用椲棻暙棾椵棶
本文研究多个 维布朗运动在无界区域和移动

边界下出逃概率的上﹑下界估计棶
棻 首冲时出逃概率

令 棬棭椊棬棻棬棭 暛  棬棭棭暿 棳曒棸棳
为一个标准的 维布朗运动棳其中 棬棭棬棻曑 曑
棭是起始于原点的相互独立的布朗运动棶
考虑这样一个 维布朗运动首冲时 的问

题椲棿椵棳它从无界区域
椊 楙棬  棭暿 棲棻椇 椌 棬棭棳 暿 楜

中出逃且起始点为棬棸棳棬棸棭棲棻棭暿 棲棻棳其中
棸暿 棳棬棭是一个定义在 上的凸函数棳随着
欧几里得范数 曻 曓棳棬棭曻 曓棶则首冲时或
者停时定义为

椊旈旑旀楙椇棬棸棲 棬棭 棬棸棭棲棻棲 棬棭棭烖 楜
它在斈旈旘旈斻旇旍斿旚问题的概率解求解中起到了关键作
用棶在本文中 棬棭是一个与楙棬棭暿 棳曒棸楜
相互独立的一维标准布朗运动棳且起始于原点棶

斕旈椲棿椵考虑了在函数 棬棭上的进一步限制棶假
设凸函数 棬棭关于 上的全体正交变换集合是

对称的棶斠旓斻旊斸旀斿旍旍斸旘椲棾椵给出了 棬棭椊 棬 棭棳其
中 棬 棭是椲棸棳曓棭上的非降下半连续凸函数且
棬棸棭有限棶很容易得知只要起始点在 的内部棳
棬 椌 棭的渐近率不依赖于起始点棶不失一般
性棳假设 棸 椊棸而且在 棬 棭上的条件仅对
曒 椌棸成立棶在以上条件下棳斕旈得到了出逃

概率

棬 椌 棭椊 棬棬 棬棭棭曑 棬棸棭棲棻棲 棬棭棭椈
棸曑 曑 棳 曻 曓 棬棻棭

的上﹑下界渐近估计棶
回到首冲时问题棳考虑多个相互独立的 维布



朗运动的和在无界区域中的出逃概率棶令 棬棭椊
棬棻棬棭 暛 棬棭棭暿 棬曒棸棳棻曑 曑 棭棳为
个标准的 维布朗运动棳且 棬棭棬棻曑 曑 棭

是相互独立的棳棬棭椊 棬 棭棶则它们的和在无
界区域中的出逃概率可写为

棬暺
椊棻

棬棭曑 棴棻棬棬棸棭棲棻棲 棬棭棭棭椈
棸曑 曑 棬棽棭

其中 棬棭是 标 准 的 一 维 布 朗 运 动棳且 与
楙 棬棭暿 棳曒棸棳椊棻棳棽棳暛棳 楜相互独立棶
棽 移动边界下的出逃概率

首先给出单个 维布朗运动的结论棳见文献
椲棿椵棶考虑两个相互独立的布朗运动和的出逃概率
的上﹑下界渐近估计棶再由得到的结论棳推广到多
个相互独立的布朗运动和的出逃概率棶斕旈在文献
椲棿椵中得到了如下上界棶

引理棻 对于任意正整数 和椲棸棳椵上有限
剖分楙棳棸曑 曑 楜棳使得棸椊 棸椉 棻椉暛椉 椊
棳那么可以得到
棬 棬棭曑 棬棭棭曑 斿旞旔楙棴 棽

棽暺椊棻棬 棴
棴棻棭棬旙旛旔

棴棻曑 曑
棬棭棭棴棽楜椈

椊 棴棽棽 棳棸曑 曑 棬棾棭
特别地棳对于非降函数 和一致剖分 椊 棷
棬棸曑 曑 棭棳有
  棬 棬棭曑 棬棭棭曑 斿旞旔楙棴 棽

棽 暿

曇棷
棴棽棬棭斾楜椈棸曑 曑 棬棿棭

其中 为一个充分大的常数棶
利用斘旓旜旈旊旓旜椲椀椵的证明棳斕旈也在同一篇文章

中得到了一个下界棶
引理棽 令 棬棭是一个严格正的连续函数

且使得 棬棭曑棸是连续的棳以及 棬棭曒棸棶那么
 棬 棬棭曑 棬棭棭曒 棴棻斿旞旔楙棴棽旍旓旂 棬棭

棬棸棭棴
棻
棽曇棸棬 棬棭棭棽斾 棴
棽

棽曇棸 棴棽棬棭斾楜椈
棸曑 曑 棬椀棭

特别地棳再附加条件 曻 曓棶那么对于 椌棸以及
充分大的 棳
旍旓旂 棬 棬棭曑 棬棭棭曒棴棬棻棲 棭 棽

棽曇棸 棴棽棬棭斾椈
棸曑 曑 棬椂棭

基于如上两个引理棳令 棻棬棭暍棽棬棭为两个
相互独立的 维布朗运动棳此时考虑移动边界的
出逃概率

棬 棻棬棭棲 棽棬棭曑 棬棭棭椈棸曑 曑
的上﹑下界问题棶

首先看上界棳考虑事件
楙 棻棬棭棲 棽棬棭曑 棬棭楜灱
楙 棻棬棭曑 棬棭楜暼 楙 棽棬棭曑 棬棭楜椈
棸曑 曑

因 棻棬棭暍棽棬棭相互独立棳则有
 棬 棻棬棭棲 棽棬棭曑 棬棭棭曑

棬 棻棬棭曑 棬棭棳 棽棬棭曑 棬棭棭椊
棬 棻棬棭曑 棬棭棭 棬 棽棬棭曑 棬棭棭椊
暻棽
椊棻
棬 棬棭曑 棬棭棭椈棸曑 曑 棬椃棭

再由引理棻的结论棳得到下面定理棶
定理棻
 棬 棻棬棭棲 棽棬棭曑 棬棭棭曑
棬棻 棽棭斿旞旔楙棴 棽暺

椊棻
椲棬 棴 棴棻棭暳

棬旙旛旔
棴棻曑 曑

棬棭棭棴棽椵楜椈棸曑 曑 棬椄棭
若 棬棭是非降函数棳对一致剖分楙棳棸曑 曑 楜

 棬 棻棬棭棲 棽棬棭曑 棬棭棭曑
棬棻 棽棭斿旞旔楙棴 棽曇棷

棴棽棬棭斾楜椈
棸曑 曑 棬椆棭

利用上面的方法同样可以得到移动边界首冲

时的下界估计棶
定理棽 令 棬棭是一个严格正的连续函数

且使得 棬棭曑棸是连续的棳以及 棬棭曒棸棶那么
 棬 棻棬棭棲 棽棬棭曑 棬棭棭曒

棴棻斿旞旔楙棴 旍旓旂 棬棭
棬棸棭棴棬棽棻棲 棽棽棭暳

棻
棽曇棸棬 棬棭棭棽斾 棴棬棻棽棻棲棻棽棽棭 棽

棽曇棸 棴棽棬棭斾楜椈
棸曑 曑 棬棻棸棭

这里系数棸曑 曑棻棬椊棻棳棽棭且满足 棻棲 棽椊棻棶
特别地棳再附加条件 曻 曓棶那么对于 椌棸
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以及充分大的 棳
 旍旓旂 棬 棻棬棭棲 棽棬棭曑 棬棭棭曒
棴棬棻棲 棭棬棻棽棻棲棻棽棽棭 棽

棽曇棸 棴棽棬棭斾椈
棸曑 曑 棬棻棻棭

且当 棻椊 棽椊棻棷棽时下界取最大值棶
证明 考虑事件

楙 棻棬棭曑 棻 棬棭楜暽 楙 棽棬棭曑 棽 棬棭楜灱
楙 棻棬棭棲 棽棬棭曑 棬棭楜椈棸曑 曑
再由独立性棳有
 棬 棻棬棭棲 棽棬棭曑 棬棭棭曒

棬 棻棬棭曑 棻 棬棭棳 棽棬棭曑 棽 棬棭棭椊
棬 棻棬棭曑 棻 棬棭棭 棬 棽棬棭曑 棽 棬棭棭椊
暻棽
椊棻
棬 棬棭曑 棬棭棭椈棸曑 曑 棬棻棽棭

再由引理棽的结论棳把式棬椀棭代入式棬棻棸棭即可得
到棶

再看式棬棻棸棭右边部分
 棴棻斿旞旔楙棴 旍旓旂 棬棭

棬棸棭棴棬棽棻棲 棽棽棭暳
棻
棽曇棸棬 棬棭棭棽斾 棴棬棻棽棻棲棻棽棽棭暳 棽

棽曇棸 棴棽棬棭斾楜
设

椊 棻棳 椊 棽棳 椊 棻棽曇棸棬 棬棭棭棽斾棳

椊
棽

棽曇棸 棴棽棬棭斾
则棬棽棻 棲 棽棽棭暳 棻棽曇棸棬 棬棭棭棽斾 棲 棬棻棽棻 棲 棻棽棽棭暳
棽

棽曇棸 棴棽棬棭斾 可化为 棬棳棭椊 棬棽 棲 棽棭棲
棬棴棽棲 棴棽棭棳且 棲 椊棻棳当 棬棳棭取最小值
时棳下界得最大值棶由斕斸旂旘斸旑旂斿乘数法棳考虑

棬棳棳棭椊 棬 棲 棴棻棭棲 棬棽棲 棽棭棲
棬棴棽棲 棴棽棭

有

灥
灥 椊 棲棽 棴棽棾 椊棸
灥
灥 椊 棲棽 棴棽棾 椊棸
灥
灥 椊 棲 棴棻椊棸

掛

掝

掜

梹梹梹梹
梹梹梹梹

棬棻棾棭

可知 椊 椊 棻棽 为方程式组的一个解棳且满足

棸曑 棳 曑棻棶即当 椊 椊棻棽时 棬棳棭取最小

值棳不等式棬棻棸棭右边部分取最大值棶
以上两个定理可以推广到 个相互独立的

维布朗运动 棻棬棭棳棽棬棭棳暛棳 棬棭的首冲时
棬暺
椊棻

棬棭曑 棬棭棭椈棸曑 曑
的上﹑下界估计棶利用以上定理的结论棳用递推法
即可得到棶
棾 无界区域下的出逃概率

现在考虑多个相互独立的 维布朗运动的和

的首冲时问题棳它的出逃概率为
 棬 棻 椌 棭椊 棬棬 棻棬棭棲 棽棬棭棲暛棲

棬棭棭曑 棬棸棭棲棻棲 棬棭棭椈
棸曑 曑 棳 曻 曓

首先介绍一下文献椲棿椵中给出的单个 维布

朗运动在无界区域 中的出逃概率的上﹑下界估

计棶先给出上界估计棶设

棬棭椊曇椲棴棻棬 棲 棬棸棭棲棻棭椵棴棽斾
假定对任意的棸椉 椉棻和棸椉 椊 棬棭椉棻棳存
在一个 棸椊 棸棬棳棭棳使得对所有的 曒 棸棳有

棬棭曒 棴棻 棬 棭 棬棻棿棭
引理棾 若条件式棬棻棿棭成立棳且满足对任意

的棸椉 椉棻棳存在一个足够小的 棸椌棸棳有
旈旑旀曒 棸
楙棽

棽
棬棭
棲棽楜曒 棸 棬棻椀棭

对足够大的 棳则有
旍旓旂 棬 椌 棭曑棴棬棻棴 棭旈旑旀曒 棸

楙棽

棽
棬棭棲棽楜

棬棻椂棭
下面给出下界的估计棳定义一列函数族斍棳对

足够大的 棳有
斍椊 楙 暿 棽椲棸棳曓棭椇棬棸棭椉 棬棸棭棲棻棳

曒棸棳 曑棸棳旍旈旐曻曓 棬棭椊 曓楜
引理棿 当 曒 时棳设 椌棸且 曒棸棳则

对任意固定的 椌棸和充分大的 椌棸棳有
旍旓旂 棬 椌 棭曒棴棬棻棲 棭旈旑旀暿斍楙棽

棽暳

曇 棻椲棴棻棬棬棭棭椵棽斾 棲
棻
棽曇棬 棬棭棭棽斾楜 棬棻椃棭

在这里 为常数且 椌棻棶
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由引理棾和定理棽可以得到由斅斿旙旙斿旍函数给
出的在无界区域中多个布朗运动之和的首冲时上

界估计棳
旍旓旂 棬 棻 椌 棭曑棴棬棻棴 棭暺

椊棻
旈旑旀曒 棸
楙棽

棽暳
棬棭
棲棽楜 棬棻椄棭

此结论的证明与引理棾相似棳详细证明可参照文
献椲棿椵棶

根据引理棽和定理棽棳同样可以得到相应的下
界估计棳
 旍旓旂 棬 棻 椌 棭曒棴棬棻棲 棭暺

椊棻
旈旑旀暿斍楙棽

棽暳

曇棬棴棻棬棬棭棭棭棽斾 棲

棽曇棬 棬棭棭棽斾楜 棬棻椆棭

其中暺
椊棻

椊棻棳棸椉 椉棻棶此结论的证明与引理
棿相似棳详细证明可参照文献椲棿椵棶
棿 结  语

本文利用前人已有的方法并结合创新方法首

先给出了多个布朗运动之和移动边界下出逃概率

的渐近估计棶然后再利用所得到的结论将出逃概
率的渐近估计推广到了无界凸区域内棶为了简单
起见棳先是讨论了只有两个相互独立的 维布朗

运动在移动边界下出逃概率的估计棳之后用递推
的方法讨论了 个相互独立布朗运动之和的出

逃概率问题棳说明了单个布朗运动首冲时问题可
以推广到多个布朗运动之和的首冲时问题棶
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