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摘要:层状体系分界面处,电场与磁场的水平分量连续,为了便于匹配分界面处的边界

条件,将频域麦克斯韦方程化为只含有电场与磁场水平分量的一阶常微分方程形式.采用基

于两端边值问题的精细积分方法,分析了电磁波在层状有耗介质中的反射与透射问题.把控

制方程按边值问题求解,可以避免在运算过程中出现指数矩阵相乘的大数溢出问题.将数值

计算结果与广义传播矩阵方法加以对比,结果显示,精细积分方法具有更好的精度和数值稳

定性.
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0 引 言

近年来,电磁无损检测技术被广泛应用于各

个工程领域.很多工程结构,比如道路、隧道等,都

是层状体系,利用电磁波对这些工程结构进行无

损探测都可以归结为电磁波在层状体系中的传播

问题.分析电磁波在层状介质中的反射与透射,常

采用传递矩阵方法[1],但大部分工程材料都属于

有耗介质,采用该方法计算有耗层状体系,如果材

料电导率比较大或者结构层数比较多,容易出现

数值失稳问题,导致计算结果发散.

精细积分方法[2]是一种高精度且无条件稳

定[2]的数值算法,很适合求解层状体系中电磁波

的反射和透射问题.为了避免出现传递矩阵方法

中指数矩阵相乘的问题,可采用基于两端边值问

题的精细积分方法,将控制方程按边值问题进行

计算,从而避免了在计算过程中出现指数增大的

情况,可以保持数值结果的精度和稳定性.

1 控制方程的推导[1,3]

不失一般性,文中介质按各向异性考虑.此

时,频域麦克斯韦方程组可以表述为

×h=iωε'e (1)

×e=-iωμh (2)

式中:h表示磁场向量;e表示电场向量;μ为磁导

率;ε'为复介电常数,ε'=ε+σ/iω,其中ε是介电

常数,σ是电导率.各向异性介质中μ、ε'均为二阶

张量.

由电磁场理论可知,在两种介质界面处,电场

和磁场的水平分量连续.为了便于在分层界面上

匹配边界条件,可将旋度算子和场量按下式进行

分解:

= s+ẑ∂∂z

e=es+ez

h=hs+hz

(3)

式中:下标s代表场量的水平分量x、y,下标z表



示场量的垂直分量.ẑ表示z 方向的单位矢量.则

相应的本构参数变为

ε'=
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ε'zs ε'zz
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式中:ε's、μs 是2×2的矩阵,ε'sz、μsz 是2×1的矩

阵,ε'zs、μzs 是1×2的矩阵.

将式(3)、(4)代入式(1)、(2)整理可得

∂
∂zes= [ (-ẑ×μsz

μzz
s×)-(ẑ× s×ε'zs

ε'zz
·) ]es+

[(iωẑ×μs·)- (iωẑ×μsz·μzs

μzz
·) +

(ẑ× s× 1
iωε'zz

s×) ]hs (5)

∂
∂zhs = [(-iωẑ×ε's·)+ (iωẑ×ε'sz·ε'zs

ε'zz
·) -

(ẑ× s× 1
iωμzz

s×) ]es+

[ (-ẑ×ε'sz
ε'zz

s×) - (ẑ× s×μzs

μzz
) ]hs

(6)

电场和磁场的频域列式可以写为

e(r,ω)=e(z,ω)·exp[i(kx·x+ky·y)]

(7)

h(r,ω)=h(z,ω)·exp[i(kx·x+ky·y)]

(8)

将式(7)、(8)代入式(5)、(6),控制方程可以

写为

des/dz

dhs/dzdz
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è
çç

ö

ø
÷÷=

H11 H12

H21 H22
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è
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hs
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ö

ø
÷÷ (9)

式中:es = (ex ey)T,hs = (hx hy)T,H11、H12、

H21、H22 均为2×2的矩阵.

2 基于两端边值问题的精细积分方

法[4-7]

精细积分是求解一阶常微分方程的高精度算

法,已被应用于结构动力分析、控制论、波导等诸

多领域.该方法通过将原有积分步长再细分为2N

个等长的微段,对于微段的层间矩阵利用幂级数

展开求解.可以证明级数展开的截断误差低于计

算机的舍入误差,从而得到几乎是计算机字长上

精确的数值解.并利用结构力学中的多层子结构

算法对这些微段进行合并消元,在保证数值结果

精度的前提下,大大提高了运算效率.

边值问题精细积分方法并没有采用传统的差

分格式对控制方程(9)进行离散求解.对于线性

系统中任意区段[za,zb],两端处电场和磁场的关

系一定可以表示为

eb =Fea -Ghb (10a)

ha =Qea +Ehb (10b)

式中:ea、eb、ha、hb 分别表示两端的电场和磁场向

量.E、F、G、Q为待求的2×2矩阵,均为za、zb 的

函数.

将方程(10)对zb 求导可得

e'b =F'ea -G'hb-Gh'b (11a)

0=Q'ea +E'hb+Eh'b (11b)

在z=zb 处状态方程(9)可以写为

e'b =H11eb+H12hb (12a)

h'b =H21eb+H22hb (12b)

联立方程(10)~ (12)可得

(F'-H11F-GH21F)ea +(-G'-

H12-GH22+H11G+GH21G)hb =0 (13a)

(Q'+EH21F)ea +(-EH21G+E'+

EH22)hb =0 (13b)

其中ea、hb 可看作独立无关的任意向量,所以有

F'=H11F+GH21F

E'=EH21G-EH22

G'=-H12-GH22+H11G+GH21G

Q'=-EH21F

(14)

当za 趋近于zb 时,有边界条件

G(za,zb)=Q(za,zb)=0

F(za,zb)=E(za,zb)=I
(15)

2.1 区段方程的合并

对于相邻两区段[za,zb]、[zb,zc],分别应用

方程(10)可以得到

eb =F1ea -G1hb (16a)

ha =Q1ea +E1hb (16b)

ec =F2eb-G2hc (17a)
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hb =Q2eb+E2hc (17b)

对于合并后的区段[za,zc],应用方程(10)可

以得到

ec =Fcea -Gchc (18a)

ha =Qcea +Echc (18b)

将方程(17b)代入方程(16a)求出

eb = (I+G1Q2)-1F1ea -(G-1
1 +Q2)-1E2hc

(19)

将方程(16a)代入方程(17b)得

hb = (Q-1
2 +G1)-1F1ea -(I+Q2G1)-1E2hc

(20)

将方程(19)、(20)代入式(16b)、(18a)整理可

得

ec =F2(I+G1Q2)-1F1ea -[G2+

F2(G-1
1 +Q2)-1E2]hc

ha =[Q1+E1(Q-1
2 +G1)-1F]ea +

E1(I+Q2G1)-1E2hc

(21)

对比方程(18)和(21)可得

Fc =F2(I+G1Q2)-1F1

Gc =G2+F2(G-1
1 +Q2)-1E2

Qc =Q1+E1(Q-1
2 +G1)-1F

Ec =E1(I+Q2G1)-1E2

(22)

2.2 区段矩阵E、F、G、Q的计算(2N 类算法)

对于任意一层i,厚度为hi,将其划分为等长

的2N 个小区间,N可以取得很大,例如20.由于间

隔非常小,区段矩阵E、F、G、Q可按幂级数展开加

以表示,并令τ=hi/2N.当τ足够小时,幂级数取

4项,截断误差已经很小了.

Q(τ)=θ1τ+θ2τ2+θ3τ3+θ4τ4

G(τ)=γ1τ+γ2τ2+γ3τ3+γ4τ4

F'(τ)=φ1τ+φ2τ2+φ3τ3+φ4τ4

E'(τ)=ψ1τ+ψ2τ2+ψ3τ3+ψ4τ4

F(τ)=I+F'(τ)

E(τ)=I+E'(τ)

(23)

式中:θi、γi、φi、ψi(i=1,2,3,4)均为2×2矩阵,

I为2×2单位矩阵.

将方程(23)代入方程(14),对比左右端项可

得

θ1 =-H21,γ1 =-H12,φ1 =H11,ψ1 =-H22,

θ2 =-(ψ1H21+H21φ1)/2,

γ2 = (H11γ1-γ1H22)/2,

φ2 = (H11φ1+γ1H21)/2,

ψ2 = (H21γ1-ψ1H22)/2,

θ3 =-(ψ2H21+H21φ2+ψ1H21φ1)/3,

γ3 = (H11γ2-γ2H22+γ1H21γ1)/3,

φ3 = (H11φ2+γ2H21+γ1H21φ1)/3,

ψ3 = (H21γ2+ψ1H21γ1-ψ2H22)/3,

θ4 =-(ψ3H21+H21φ3+ψ2H21φ1+ψ1H21φ2)/4,

γ4 = (H11γ3-γ3H22+γ2H21γ1+γ1H21γ2)/4,

φ4 = (H11φ3+γ3H21+γ2H21φ1+γ1H21φ2)/4,

ψ4 = (H21γ3+ψ1H21γ2+ψ2H21γ1-ψ3H22)/4

这里需要注意的是,τ特别小,导致F'(τ)、

E'(τ)特别小,如果直接将其与单位阵相加的话,

会导致计算精度丧失,所以不能直接利用式(22)

进行组合,需改写为以下形式:

F'c =(F'-GQ/2)(I+GQ)-1+(I+GQ)-1×
(F'-GQ/2)+F'(I+GQ)-1F';

E'c =(E'-GQ/2)(I+GQ)-1+(I+GQ)-1×
(F'-GQ/2)+E'(I+GQ)-1E';

Gc =G+(I+F')(G-1+Q)-1(I+E');

Qc =Q+(I+E')(Q-1+G1)-1(I+F') (24)

由于同一种介质层内所有区段均相等,采用

式(24)消元一次,区段数就会减少一半,经过 N
次消元后,即可求出这一层的区段矩阵.依此类推

可以求得每一介质层的区段矩阵Ei、Fi、Gi、Qi.然

后按照式(22)组装整个层状体系的区段矩阵Ec、

Fc、Gc、Qc.

3 边界条件的推导

3.1 上部边界条件

层状体系如图1所示,第1层为上部半无限

空间,根据电磁场理论,第1层中传播的波可以表

述为向上传播的波和向下传播的波两部分.

V(z)=au+·exp(iλu+(z-z0))·Au+ +

au-·exp(iλu-(z-z0))·Au- (25)
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式中:exp(iλu+(z-z0))= diag{exp(iλu1(z-

z0)), exp(iλu2(z-z0))},λu+ 为方程(9)中矩阵

H 的正特征值,代表上半空间中向上传播的波.

exp(iλu-(z-z0))=diag{exp (iλu3(z - z0)),

exp(iλu4(z-z0))},λu- 为矩阵H 的负特征值,代

表上半空间中向下传播的波.au+ = (au1 au2)、

au- = (au3 au4),为特征值相对应的特征向量;

Au+ =(Au1 Au2)T、Au- = (Au3 Au4)T,为相应

幅值;V = (ex ey hx hy)T,为一四元列矢量.

图1 层状体系示意图

Fig.1 Sketchoflayeredsystem

定义反射系数矩阵R,R=Au+/Au-,R为2×

2矩阵,式(25)可重写为

Vu(z)=au·exp(iλu(z-z0))·
R

I

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Au- (26)

其中I为2×2单位矩阵.

在z=z0 处将上式展开,从而得到上部半空

间的边界条件

ez0 =au11RAu- +au12Au-

hz0 =au21RAu- +au22Au-

(27)

式中au11、au12、au21、au22均为2×2矩阵,可由au分

块获得.

3.2 下部边界条件

第n+1层为下部半无限空间,下部半空间只

有向下传播的波,所以

V(z)=ad-·exp(iλd-(z-zn))·Ad- (28)

式中:exp(iλd-(z-zn))=diag{exp(iλd3(z-

zn)),exp(iλd4(z-zn))},λd- 为下半空间状态方

程中矩阵H 的负特征值,代表下半无限空间中向

下传播的波.ad- = (ad3 ad4),Ad- = (Ad3 Ad4),

符号表示与上半空间相同.

定义折射系数矩阵T,T=Ad-/Au-,T为2×

2矩阵.

所以下半空间的波可以写为

 Vd(z)=ad·exp(iλd(z-zn))·
0

T

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Au- (29)

其中0为2×2零矩阵.

在z=zb 处,展开上式可得下半空间的边界

条件

ezb =ad12TAu-

hzb =ad22TAu-

(30)

将式(27)、(30)代入方程(10),即可求得层

状体系的反射系数和折射系数.这里的E、F、G、Q
是采用精细积分方法求得的整个层状体系的区段

矩阵Ec、Fc、Gc、Qc.

4 数值算例

例1 均匀平面波由空气入射一个两层体

系,设每层介质均为各向同性,空气层的介电常数

和磁导率分别为真空中的介电常数和磁导率ε0、

μ0.那 么 方 程 (9)中 矩 阵 H 可 以 简 化 为

H12(1,2)=-iωμ,H12(2,1)=-k20sin2θ/iωε'+

iωμ,H21(1,2)=iωε',H21(2,1)=k20sin2θ/iωμ-

iωε',其余元素均为0.其中k0 =ω ε0μ0,为电磁

波在空气中的传播常数,θ为入射角.设第1层介

质介电常数ε1=9ε0,电导率σ1=0.05S/m,厚度

d1 =0.3m;第2层介质介电常数ε2=30ε0,电导

率σ2 =0.05S/m,为半无限空间.两层介质磁导

率均等于真空磁导率,则入射角为0°和30°时,表

面反射系数如表1所示.

例2 将例1中第1层介质的电导率σ1 变

为4.05S/m,其他参数均不变,则垂直入射时,第

1层与第2层界面处透射系数如表2所示.

例3 例1中其他参数不变,第1层的介电常

数按各向异性考虑,εxx =9ε0,εxy =8ε0,εxz =7ε0,

εyx =8ε0,εyy =8ε0,εyz =9ε0,εzx =10ε0,εzy =

9ε0,εzz =10ε0,则空气与第1层介质界面处反射

系数如表3所示.
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表1 两层体系反射系数对比结果

Tab.1 Comparisonresultofreflectioncoefficientintwolayeredmedium

入射角 频率/GHz
TE波反射系数实部 TE波反射系数虚部

解析解 精细积分 传递矩阵 解析解 精细积分 传递矩阵

0°

0.1 -0.817262 -0.817262 -0.817262 0.132557 0.132557 0.132557

0.5 -0.575786 -0.575786 -0.575786 0.165033 0.165033 0.165033

1.0 -0.566449 -0.566449 -0.566449 0.085806 0.085806 0.085806

1.5 -0.490026 -0.490026 -0.490026 0.090974 0.090974 0.090974

2.0 -0.536842 -0.536842 -0.536842 0.036611 0.036611 0.036611

2.5 -0.483365 -0.483365 -0.483365 0.069932 0.069932 0.069932

30°

0.1 -0.833907 -0.833907 -0.833907 0.030224 0.030224 0.030224

0.5 -0.613485 -0.613485 -0.613485 0.181769 0.181769 0.181769

1.0 -0.601378 -0.601378 -0.601378 0.074540 0.074540 0.074540

1.5 -0.526368 -0.526368 -0.526368 0.092287 0.092287 0.092287

2.0 -0.573424 -0.573424 -0.573425 0.034971 0.034971 0.034971

2.5 -0.517064 -0.517064 -0.517064 0.067097 0.067097 0.067097

表2 两层体系透射系数对比结果

Tab.2 Comparisonresultoftransmissioncoefficientintwolayeredmedium

频率/GHz
TE波透射系数实部 TE波透射系数虚部

解析解 精细积分 传递矩阵 解析解 精细积分 传递矩阵

0.1 -2.7359×10-4 -2.7359×10-4 -2.7359×10-4  3.4490×10-4  3.4490×10-4  3.4490×10-4

0.5 -2.0853×10-6 -2.0853×10-6 -2.0853×10-6 1.6270×10-6 1.6270×10-6 1.6270×10-6

1.0 -2.3706×10-8 -2.3706×10-8 -2.3982×10-8 -3.9826×10-8 -3.9826×10-8 -4.0047×10-8

1.5 1.6816×10-9 1.6816×10-9 3.7253×10-9 1.1703×10-9 1.1703×10-9 -7.4506×10-9

2.0 -1.1453×10-10 -1.1453×10-10 0 -9.6572×10-11 -9.6573×10-11 -1.1921×10-7

2.5 6.6697×10-12 6.6697×10-12 -2.3842×10-7 1.3733×10-11 1.3733×10-11 0

表3 各向异性两层体系反射系数

Tab.3 Reflectioncoefficientoftwolayeredanisotropicmedium

频率/GHz
反射矩阵元素实部 反射矩阵元素虚部

R11实部 R12实部 R21实部 R22实部 R11虚部 R12虚部 R21虚部 R22虚部

0.1 -0.8194 0.0064 0.0058 -0.8206 0.1312 -0.0096 -0.0099 0.1321

0.5 -0.7609 0.0066 0.0033 -0.7640 0.1688 -0.0271 -0.0276 0.1718

1.0 -0.6685 -0.0053 -0.0188 -0.6773 0.2156 -0.0584 -0.0551 0.2252

1.5 -0.5996 -0.0279 -0.0529 -0.6137 0.2298 -0.0797 -0.0641 0.2507

2.0 -0.5509 -0.0497 -0.0815 -0.5670 0.2348 -0.0877 -0.0543 0.2691

2.5 -0.5309 -0.0581 -0.0915 -0.5470 0.2364 -0.0889 -0.0464 0.2772

5 结 论

对比精细积分方法和广义传递矩阵法数值结

果可知,对于低耗层状体系,两种方法都能获得精

确的结果,但如果介质电导率比较大,广义传递矩

阵方法的数值结果就出现了不稳定性.这主要是

由于该方法求解结构层总传递矩阵过程是一个指

数矩阵相乘的问题,会出现大数溢出的现象,电导

率越大,传递矩阵中数值增大的项增长越快,越容

易造成数值不稳定.而精细积分方法中所示的层

间矩阵合并过程,是一个指数矩阵相除的过程,避
免了出现大数溢出的情况,保持了该算法的数值

稳定性.利用基于两端边值问题的精细积分方法

计算层状体系反射系数和透射系数,具有更高的

精度和数值稳定性.
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Preciseintegrationmethodforcalculationofreflectionandtransmission
ofelectromagneticwavesinlayeredlossymedium
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Dalian116024,China;
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Abstract:Horizontalcomponentsofelectricandmagneticfieldarecontinuousatinterfaceoflayered
system.Inordertomatchboundaryconditionsattheinterface,theMaxwellequationinfrequency
domainis modifiedintothefirst-orderordinarydifferentialequation,whichonlycontainsthe

horizontalcomponents of electric and magnetic field. The reflection and transmission of

electromagneticwavesinlayeredlossymediumareanalyzedbypreciseintegrationmethodbasedon

two-pointboundaryvalueproblem.Bythismethod,theproblemofdataoverflowfrommultiplication

ofexponentialmatrixincalculatingprocessisavoided.Comparedwithnumericalresults,precision

andnumericalstabilityofpreciseintegrationmethodarebetterthangeneralizedpropagationmatrix

method.

Key words:electromagnetic waves;layeredlossy medium;preciseintegration;reflectionand

transmission
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