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摘要:提出了一种基于非结构化网格有限体积的LBM.采用Cell-vertex有限体积法离散控

制方程.该方法在时间上采用伪、实二时间步,其中伪时间步采用向前差分,实时间步采用二

阶向后差分方法;空间上采用edge-based通量计算方法,采用高阶TVD格式计算控制体边

界通量.离散后的控制方程采用隐式迭代,控制变量采用五层二阶Runge-Kutta方法求解.二
维同心圆环内圆柱间Couette流与顶盖驱动方腔流的数值结果显示该方法为一种有效求解

不规则边界流体动力特性的实用工具.
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0 引 言

格 子 玻 尔 兹 曼 方 法 (lattice Boltzmann
method,简称LBM)是20世纪末新发展起来的一

种流体力学计算方法.研究表明[1,2],LBM是模拟

复杂流体运动的有效手段和方法.近来,格子玻尔

兹曼方程(latticeBoltzmannequation,简称LBE)
模型逐步取代了原有的格子气方程(latticegas
equation,简称LGE)模型.Hardy等在1973年与

1976年发 表 的 文 章 中 第 一 次 引 入 了 LBM 模

型[3,4],称为HPP.在LBM中,将计算域划分为直

角正交格子,研究变量落在格子节点上.粒子沿着

格子线运动,在同一时间到达同一格子节点的多

个粒子相互产生碰撞.在格子节点上模拟的并不

是格子气方程模型中的布尔粒子个数,而是统计

概念下的粒子分布函数.分布函数的引入,分布函

数与流体介质密度、流速以及温度关系的明确建

立了微观与宏观运动的桥梁,使得微观的运动可

以反映到宏观变量的变化上.文献[5]基于玻尔

兹曼输运方程推导出了格子玻尔兹曼方程.
然而,与目前比较成熟的 CFD 技术相比,

LBM存在一些弱点和缺陷,其中最主要的缺陷之

一就是LBM 最初是建立在均一、规则的空间格

子基础上,使得LBM 只能局限于规则边界的流

体问题,不能处理复杂边界以及动边界问题.
随着非结构化有限体积(unstructuredfinite

volume)法在CFD领域的成功应用,越来越多的研

究人员致力于用非结构化有限体积法离散求解

LBE,将LBM应用于处理含有复杂边界及动边界

的流体运动问题.其难点有二:一是有限体积法是

将计算域划分成控制体,在控制体上满足控制方

程.该方法研究的是控制体意义上变量的对流、碰
撞,而不是单个分子的对流、碰撞问题.二是计算域

边界的处理问题.传统的bounce-back方法不适用

于非结构化网格,因为在非结构化网格边界处无

法进行bounce-back操作.1992年Nannelli等[6]

开始着手研究如何将Boltzmann方法应用于非均

匀网格.Succi等[1]首次借助有限体积法的概念提

出了一种LBE的有限体积法k-ε 湍流模型.He
等[7]提出了任意非均匀网格的LBM 模型.但是

上述非均匀网格LBM 模型却是针对结构化计算

网格的情况.Xi等[8]给出了双线性四边形单元的

二维有限体积LBE模型,提出了非结构化网格情

况下的计算公式.Chen等[9]给出了基于非结构化

三角形网格,具有普遍性的二维有限体积LBE模

型.模型中采用Cell-vertex类控制体积,移植了



相对完整的非结构化有限体积离散求解方法.对
二维同心圆环的模拟也给出了令人满意的结果.
文献[10,11]同样移植了非结构化有限体积离散

求解方法,采用和文献[9]相同的Cell-vertex类

有限体积LBE,并讨论了unstructuredLBE中的

时间步与传统LB方法时间步的区别,提出了二

阶精度、适合高雷诺数紊流,并允许较大时间步长

的离 散 公 式.Patil等[12]提 出 了 unstructured
FVLBE的高阶精度的TVD格式.

边界问题是unstructuredFVLBE算法的另

一个关键.传统LB方法使用正方形格子,格子网

格线及其对角线方向是对流速度方向,在边界处

使用bounce-back方法物理概念明确.bounce-
back方 法 包 含 bounce-back-on-node(BBN)与

bounce-back-on-the-link(BBL).bounce-back格

式的结果可以模拟滑移边界和固壁边界.Noble
等[13]提出了六角形格子(hexagonallattice)固壁

边界计算格式.该方法也属于bounce-back方法.
然而,应用非结构网格将使网格线方向与对流速

度方向不一致.在处理无结构网格边界问题时,

bounce-back方法将不再适用.
针对unstructuredFVLBE算法的边界处理

问题,目前研究人员一般都采用文献[10]总结出

的3种方法中的一种.这3种方法分别为平衡法、
镜像法和协体法.其中平衡法最简单,易操作,在
边界节点上的分布函数直接用平衡状态的分布函

数来赋值,但是该方法不能处理边界梯度情况.镜
像法是在边界处引入虚拟节点,虚拟节点的分布

函数值由边界节点与主映像点的分布函数值插值

得到.这样边界节点成为内节点,由周围节点构成

一个属于自己的控制体,可以按照内节点来进行

计算.该方法可以处理边界处存在速度梯度的情

况.可是,如果边界形状奇异,将使边界节点的控

制体出现褶皱,导致计算失败.最后一种方法为协

体法,在边界处形成半个控制体积,控制体边界处

的通量采用边界线(面)通量插值方法.因为要计

算通过边界线的通量,该方法在操作上比前两种

方法复杂.但是,该方法不仅适用于存在边界梯度

的情况,也适用于复杂边界形状的情况,因而是目

前最先进的方法.
Su等发展了一种edge-based通量计算方法,

并成功地应用于可压缩/不可压缩流体运动模

拟[14~16].在该方法中,通量的计算是沿着网格边进

行的.当所有边的通量计算完毕,得到的通量将会

整合到每个控制体.该方法采用二时间步:真实时

间步采用向后时间差分,时间精度为二阶;伪时间

步采用向前差分.空间离散采用TVD格式.离散后

的方程用五层二阶Runge-Kutta方法求解.同时,
对通量余量采用Taylor展开,引入隐式格式计算.

本文将Su等提出的非结构化有限体积方法

应用到LBM 的研究中,推导基于非结构网格有

限体积LBM 的离散控制方程,然后,进行模型验

证工作.应用所得模型模拟圆柱间Couette流与

顶盖驱动方腔流流体的流动工况,并与解析解和

其他模型的数值解进行对比.

1 控制方程及其离散

基 于 single-relaxation-time (SRT)的

Bhatnagar-Gross-Krook(BGK)模型的LBE控制

方程可写为如下形式:

∂fi

∂t +ei· fi =-1λ
(fi-gi) (1)

式中:fi 为粒子在速度空间i方向上的密度分布

函数;ei 为粒子在i方向的速度矢量,i=0,1,2,
…,m,m 为模型中速度方向数;gi 为粒子在速度空

间i方向上的玻尔兹曼分布函数;λ为松弛时间;t为

时间变量.对二维问题,本文采用 m =8,e0 =

(0 0),ei = (cos[ (i-1)π
2 ] sin[ (i-1)π

2 ] )

(i=1,2,3,4);ei = 2(cos[ (i-5)π
2 + π

4 ]

sin[(i-5)π
2 +π4 ] )(i=5,6,7,8).玻尔兹曼分

布函数gi =wiρ[1+32
(ei·u)+92

(ei·u)2-

3
2 u 2 ],其中ρ=∑

i
fi,ρu=∑

i
fiei,分别表示

宏观密度和动量,权重系数w0=49
,wi=19

(i=

1,2,3,4),wi = 1
36
(i=5,6,7,8).

下面以二维平面控制体(见图1)为例,描述

本文的离散求解方法.在本模型中,控制体由围绕

节点P 的边中心点与相应的形心点连接而成.在
节点P 的控制体内对控制方程进行积分,得到

∬A

∂fi

∂tdA+∬A
ei· fidA=∬A

-1λ
(fi-gi)dA

(2)
定义“ ”为控制体面积平均量标识,则方程(2)可
写为
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∂fi

∂tA+∬A
ei· fidA =-1λ

(fi-gi)A(3)

图1 非结构化网格有限体积LBM控制体示意图

Fig.1 Thesketchofcontrolvolumeinunstructured
finitevolumeLBM

引入双时间步,并对对流项应用格林公式:

∂fi

∂τ +∂fi

∂t =-1λ
(fi-gi)-1A∮L

(ei·n)fidL

(4)
式中:τ为伪时间变量;t为实时间变量;L 为控制

体边界线段.对t采用向后二阶差分,通量采用隐

式方法求解,经相应变换得到

∂fi

∂τ =-1λ
(fn+1

i -gn+1
i )-1A∑

ncell

j=1

[(ei·n)×

fn+1
i ]dL-1.5f

n-1
i -2.0fn

i +0.5fn-1
i

Δt
(5)

式中:ncell为控制体边界线段数.对τ采用向前一

阶差分,在Δτ伪时间步长内采用m 次迭代,求解

n+1时刻解,如果将通量余量设为R,则方程(5)
可写为

fn-1,m-1
i -fn-1,m

i

Δτ =Rn+1,m (6)

式中

Rn+1,m =-1λ
(fn+1,m

i -gn+1,m
i )-

1
A∑

ncell

j=1

[(ei·n)×fn+1
i ]dL-

1.5fn-1,m
i -2.0fn

i +0.5fn-1
i

Δt
(7)

为了解决伪时间步长Δτ受方程(6)右端通量

影响无法取得较大时间步长问题,本文采用改右

端通量为隐格式的方法,并将通量应用Taylor公

式展开,得

R
􀮨n+1,m+1

P =R
􀮨n+1,m

P + ∂R
􀮨

P

∂(fi)P
Δ(fi)P +

∑
nbseg

k=1

∂R
􀮨

P

∂(fi)k
Δ(fi)k (8)

式中:nbseg 为过节点P 的线段数,并且

Δ(fi)P = (fi)n+1,m+1
P -(fi)n+1,mP (9)

∂R
􀮨

P

∂(fi)P =-1λ -1.5Δt
(10)

至此,应用本方法离散,对控制体的离散方程可写

为

fn+1,m+1
i -fn+1,m

i

Δτ =Rn+1,m+1 (11)

引入方程(8)、(9),方程(11)可写为

Δ(fi)P
Δτ =Rn+1,m + ∂R

􀮨
P

∂(fi)P
Δ(fi)P +

∑
nbseg

k=1

∂R
􀮨

P

∂(fi)k
Δ(fi)k (12)

忽略方程(12)右端第三项,离散方程写为

Δ(fi)P
Δτ - ∂R

􀮨
P

∂(fi)P
Δ(fi)P =Rn+1,m (13)

代入方程(10),并经过简化得

Δτ
λ +1.5Δτ+Δt

Δt
æ

è
ç

ö

ø
÷
(fi)P
Δτ =Rn+1,m (14)

设A
􀮨

= Δτ
λ +1.5Δτ+Δt

Δt
æ

è
ç

ö

ø
÷,方程(14)可写为

fn+1,m+1
i =fn+1,m

i +Δτ
A
􀮨R

n+1,m (15)

从方程(15)可以看出,一旦伪时间步达到恒定,
即fn+1,m

i 对τ 的导数为0,方程(15)则转变成为

Rn+1,m =0,控制方程(2)得以求解.在本文中,采用

五层二阶精度的Runge-Kutta方法求解方程(15):

f(0)
i =fm

i, f(1)
i =f(0)

i -α1Δτ
A
􀮨R(f

(0)
i ),

f(2)
i =f(0)

i -α2Δτ
A
􀮨R(f

(1)
i ),

f(3)
i =f(0)

i -α3Δτ
A
􀮨R(f

(2)
i ),

f(4)
i =f(0)

i -α4Δτ
A
􀮨R(f

(3)
i ),

f(5)
i =f(0)

i -α5Δτ
A
􀮨R(f

(4)
i ),

fm+1
i =f(5)

i (16)

式中:五层Runge-Kutta系数为α1=14
,α2=16

,

α3 = 38
,α4 = 12

,α5 =1.

2 边界条件

在本文中,采用协体法处理边界节点.上述离
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散得到的控制方程组不仅适用于内部节点,同样

适用于边界节点.仅仅边界上的通量需要额外计

算.如图2所示,边界节点B 的协体控制单元由

BE3C2E2C1E1 连线组成.与内节点计算不同的是

边界通量Φ1 和Φ2.本文中边界通量的计算采用

下述公式:

 Φ1 =ei·nE1BlE1B
(0.75fiB +0.25fiBl

) (17)

 Φ2 =ei·nBE3lBE3
(0.75fiB +0.25fiBr

) (18)
与平衡法和镜像法相比,协体法需要额外计

算边界通量,但是该方法能够解决平衡法无法解

决的存在边界梯度问题,又能够克服镜像法产生

的边界网格折叠情形,因此是目前最好的边界处

理方法之一.同时,协体法还有着其他两种方法无

法比拟的优点,在单元中节点Bl、Br 和B 的属性

可以不相同,这解决了节点处在两种不同属性交

接点的计算.本文下述验证算例中都要求采用协

体法处理边界节点.

图2 边界节点B 的控制体单元示意图

Fig.2 Constructionofcontrolvolumeelementfor
boundarynodeB

3 模型评估

对推导得到的非结构化控制体LBM 模型进

行 了 验 证, 验 证 采 用 圆 柱 间 Couette 流

(cylindrical-Couetteflow(CCF))算例与顶盖驱

动方腔流(lid-drivencavityflow)算例.

3.1 CCF算例

二维同心圆环计算域存在内外圆边界(见图

3),其中内圆半径50m,外圆半径100m,外圆以

转速0.0005rad/s匀速转动,带动计算域内流体

运动.如何选取松弛时间目前仍然是LBM 应用

的难点.在本文中参考文献[17]算例,给出松弛时

间λ=0.1s.对非结构化网格有限体积LBM,决
定时间步长因素有二:一是满足Δt<2λ;二是满

足Δt<h/|ei|.伪时间步迭代次数为40,计算收

敛误差为10-4.计算初始条件为域内流场静止;
计算边界条件为内圆边界静止,外圆边界流速为

常值.边界条件采用 Ubertini等[10]提出的协体

法.首先进行了网格收敛验证工作,图4给出了3
种不同网格精度的计算模型网格.图5给出了收

敛后的流速沿径向分布图.速度幅值为所有相同

半径处点的统计平均流速.为了评估计算结果,将
模型结果与该问题的理论解进行了比较(见图

6).网格精度达到图4(b)要求后流速分布在误差

允许范围已经达到了要求.图5给出了该网格精

度的流场矢量图.图6为3种不同网格精度结果

比较.本文所采用的松弛时间公式为

λ=3UL/Re (19)

图3 CCF计算示意图

Fig.3 ThesketchofCCFsimulationcase

(a)节点数392,单元数680
 

(b)节点数1452,单元数2696
 

(c)节点数5552,单元数10688
图4 CCF计算网格

Fig.4 CalculationmeshesforCCF
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图5 CCF流场矢量图

Fig.5 FlowfieldvectorpatternofCCF

图6 CCF结果比较图

Fig.6 ResultcomparisonsofCCFcases

从式(19)可以看出,松弛时间与黏性有关,是
雷诺数的函数.松弛时间因子所表征的物理意义

目前仍没有合理解释,因此对松弛时间的物理意

义研究需要展开.在本文中给出了网格密度如图

4(b)算例的宏观变量u、v的等值线图,见图7.采
用传统的LBM 无法模拟圆边界,而本计算工况

说明本文所提出的非结构化网格有限体积LBM
模型可以很好地解决该问题.
3.2 顶盖驱动方腔流算例

顶盖驱动方腔流算例(Re=100)被用来进行

模型验证(见图8).图9为计算网格图(节点数

1324,单元数2448).图10给出了达到要求精度

(本文采用1×10-7收敛误差精度)的计算余量

(R)与所用CPU时间图.图11给出了流速分布

等值线图.图12给出了该工况流线图.可以看出,

Re为100时计算域出现3个主要涡旋,主涡旋位

于流场中部,左右下角各出现小涡旋.在本文中,
并没有采用文献[10]中提到的角点修正的方法,
体现了方法的通用性.模型结果与已发表的结果

进行了对比[10,18,19],见图13.结果显示域中线的

流速分布与其他发表的结果符合较好.在主涡旋

处模型结果大于其他结果,分析原因可能是碰撞

项数值格式耗散小的缘故,将在后续的研究中针

对该问题进行研究.

(a)u

(b)v

图7 流场等值线图

Fig.7 Contourofflowfield

图8 顶盖驱动方腔流计算示意图

Fig.8 Sketchofthegeometryforthelid-driven

cavityflowsimulation

图9 顶盖驱动方腔流计算网格

Fig.9 Meshforlid-drivencavityflowsimulation
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图10 顶盖驱动方腔流计算余量-CPU
时间关系曲线

Fig.10 Residual versus CPU clocktime of

lid-drivencavityflow

(a)u

(b)v

图11 顶盖驱动方腔流计算域等值线图(Re=100)
Fig.11 Contour of computational domain for

lid-drivencavityflow(Re=100)

图12 顶盖驱动方腔流计算域流线图(Re=100)
Fig.12 Streamlineofcomputationaldomainfor

lid-drivencavityflow(Re=100)

(a)水平流速

(b)垂直流速

图13 顶盖驱动方腔流计算域中心线水平和

垂直流速分布图(Re=100)
Fig.13 uversusyandvversusxofcomputational

domainforlid-drivencavityflow(Re=100)

4 结 论

本文提出了一种基于非结构化网格控制体积

的LBM.采用Cell-vertex有限体积法,应用edge-
based通量计算方法,在时间上和空间上都采用

二阶精度数值格式离散.以CCF算例与顶盖驱动

方腔流算例作为模型验证算例.评估算例的模拟

结果显示该方法为一种有效求解流体流动特性的

实用工具.
本文所提模型的碰撞项离散格式出现了耗散

小的特征,将在今后工作中加以改进.
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UnstructuredmeshfinitevolumeLBM

SU Xiao-hui*1,LIU Yan1,ZHANG Kai-lin1,ZHAO Yong2,WANG Wei1,XIE Rong1,ZHAO Guang1

(1.SchoolofEnergyandPowerEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.CollegeofMechanicalEngineering,AlfaisalUniversity,Riyadh11533,KingdomofSaudiArabia)

Abstract:AunstructuredmeshfinitevolumeLBMispresented.Cell-vertexfinitevolumemethodis
usedtodiscretizethegoverningequations.Duringthediscretizationintime,therearetwo-timesteps,

pseudo-timestepandrealtimesteprespectively,inwhichforwardschemeisusedinformerwhilethe
secondorderbackwardschemeisusedinlatter.Inspace,anedge-basedfluxcalculatingalgorithmis
adoptedandhigherorderTVDschemeisutilizedtocalculatethefluxthroughcontrolvolume
interface.Astrategyofimplicititerationisusedforsolvingdiscretegoverningequationsandthe
secondorderfive-layerRunge-Kuttamethodisutilizedforthesolutionofvariables.Thesimulating
resultsof2Dcylindrical-Couetteflowandlid-drivencavityflowshowthattheproposedmethodis
believedtobeaneffectivetoolforsolvingflowpatternofflowdomainwithirregularboundary.

Keywords:LBM;unstructuredmesh;finitevolumemethod
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