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摘要:等几何分析方法是一种新型的数值方法,它将几何模型和计算模型统一起来,从而消

除了传统方法中二次建模的冗余过程,同时也消除了网格离散过程中几何模型和计算模型的

非一致性.将此方法扩展到静电场问题,利用几何等参思想构造域内变量场分布,通过加权余

量法将控制微分方程弱化为等几何离散方程,对于强制边界条件,通过分组的方式得以施加.
将矩形域内静电场问题的计算结果和传统的有限元方法比较,结果表明此方法具有自由度

少、精度高、收敛速度快的优点,可以应用其求解椭圆微带线的特征阻抗.
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0 引 言

静电场问题是计算电磁学中最基本的问题.
虽然计算电磁学的控制微分方程,即麦克斯韦方

程组非常复杂,但对于静电场问题,其可以简化为

泊松方程或者拉普拉斯方程.对于规则求解域在

一定的边界条件,如矩形域或者圆域,应用解析

法,如分离变量法,便能够获得问题的精确解析

解,虽然其不适用于复杂的求解域和边界条件,但
可以作为其他方法的有效性与精度的检验标准.

当求解域比较复杂时,采用数值方法进行求

解只能获得近似解,求解的精度与效率取决于数

值方法 及 其 离 散 尺 寸,如 传 统 的 有 限 差 分 法

(FDM)、有限元法(FEM)、边界元法(BEM)、矩
量法(MoM)[1-4],以及新型的无网格(meshfree)
法[5]、比例边界有限元方法(SBFEM)[6]等.有限

差分法将离散点上函数微分近似为离散差商,进
而将控制微分方程转化为差分方程,虽然该方法

程序容易编制,网格离散一般较容易,但对复杂边

界问题,网格剖分缺少灵活性.有限元法将求解域

离散成单元,根据变分原理或者加权余量法将控

制微分方程弱化为代数方程,是分析静电场问题

最通用的方法之一,但该方法需要二次建模,即将

求解域的几何模型根据单元类型,如平面四节点

一次单元和八节点二次单元转化为计算模型,并

且变量的跨单元是C0 连续的.边界元法利用基本

解将控制微分方程转化为边界积分方程,进而离

散边界得到代数方程,它降低了求解域的维数,减
少了数据量和处理时间,可直接求解无界域边值

问题,有较高的计算精度,但其需要的基本解并不

是总是存在的.矩量法通过构造一组线性无关的

函数组将控制微分方程或者积分方程转化为代数

方程,但其计算量大.无网格法是将求解域离散成

若干个节点,每个节点在其影响域内对其他节点

产生影响,该类方法只需节点,不需单元,计算精度

高、收敛速度快,但采用的基函数不具有插值性,其
边界条件的处理较麻烦.比例边界有限元方法是

结合有限元和边界元的一种新型数值方法,它具

有半解析性,但不需要基本解,并且它区别于以往

的半解析类方法,如级数法、多极点法、广义多极

技术、多极理论方法和新型等效源法[7-10]等方法,

计算精度高、收敛速度快、计算量小.
上述各类数值方法中的计算模型是对求解域



或者求解域边界进行“自定义”离散得到的,其与初

始几何模型不具有一致性,从而导致精度的丧失.
等几何分析方法(isogeometricanalysis,简称

IGA)是由 Hughes等[11]提出的一种新型数值方

法.该方法基于NURBS描述的几何模型,避免了

传统数值方法的几何模型和计算模型的非一致性,

计算精度与效率较高.目前该法已被用于求解固体

力学和流体力学问题[12-16].Zhang等将其扩展到

比例边界等几何分析问题[17,18],以及波导本征问

题[19,20].本文将IGA应用于静电场问题的求解.

1 NURBS基函数及几何形体描述

1.1 B样条和NURBS基函数

B样条基函数Ni,p(i=0,1,…,n)是定义在

节点向量Ξ=(ξ0 ξ1 … ξm)上的一组具有高

阶连续阶的函数.一维B样条基函数见Cox-de
Boor公式[21],递归定义如下:

Ni,0(ξ)=
1;ξ∈ [ξi,ξi+1)

0;其他{
Ni,p(ξ)= ξ-ξi

ξi+p -ξi
Ni,p-1(ξ)+

ξi+p+1-ξ
ξi+p+1-ξi+1

Ni+1,p-1(ξ);p≥1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(1)

其中p为基函数的阶数.从式(1)可以看出,p阶

基函数可以通过p-1阶基函数线性插值得到.
节点向量Ξ是由非减的节点序列构成的,相

同节点重复的次数称为重复度.开放节点向量是

指一个p阶基函数的节点向量的端节点的重复度

是p+1,它是CAD设计标准,因此本文也采用开

放节点向量.
B样条基函数的基本性质:非负性、单位分解

性、紧支性、高阶连续性、递归求导性、线性无关性

和非插值性等[21].单位分解性、紧支性、线性无关

性和传统有限元的Lagrange基函数是一致的,其
中,单位分解性保证等几何分析中,可以采用等参

思想来构造变量场,而紧支性使得离散单元的独

立性以及最后的系数矩阵是稀疏的.但是,非负

性、高 阶 连 续 性、递 归 求 导 性、非 插 值 性 和

Lagrange基函数是不同的,其中,非负性对于高

次单元具有重要的意义,高阶连续性是构造更高

阶变量场的前提,递归求导性使得对基函数的求

导更为方便,而非插值性使得边界条件的施加较

为麻烦.
二维B样条基函数可以通过一维B样条基

函数张量积的方式形成:

Ni,p;j,q(ξ,η)=Ni,p(ξ)Nj,q(η) (2)

其中Ni,p(ξ)和Nj,q(η)是两个方向上独立的一维

B样条基函数.
如果为每个B样条基函数指定一个权重,通

过有理化可构造非均匀有理B样条(non-uniform
rationalB-spline,NURBS)基函数,一维和二维

NURBS基函数如式(3)和(4)所示:

Ri,p(ξ)=
ωiNi,p(ξ)

∑
n

i1=0
ωi1Ni1,p

(ξ)
(3)

Ri,p;j,q(ξ,η)=
ωi,jNi,p;j,q(ξ,η)

∑
nu

i1=0
∑
nv

j1=0
ωi1,j1Ni1,p;j1,q

(ξ,η)
(4)

虽然NURBS基函数是有理多项式,但如果

权重是非负的,则具有与B样条基函数一样的性

质.与B样条基函数相比,NURBS基函数可以精

确地构造圆锥曲线和曲面.若各个基函数对应的

权值均相等,则NURBS基函数退化为B样条基

函数.因此可以将NURBS看作是B样条的推广,

而B样条是NURBS的一种特殊情形,在后续的

文中不再区别二者,均称为NURBS基函数.基于

开放节点向量(0 0 0 1 2 3 4 4 4)的
二次NURBS基函数如图1所示.

图1 二次NURBS基函数

Fig.1 QuadraticNURBSbasisfunction

1.2 基于NURBS的几何形体描述

NURBS基函数将节点向量所在的参数空间

中的点映射到控制点所在的物理空间,即参数区

间[ξi,ξi+1)与 物 理 空 间 中 的 单 元 Vi 相 对 应.
NURBS曲线和曲面的描述如式(5)和(6)所示:

C(ξ)=∑
nu

i=0
PiNi,p(ξ) (5)
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S(ξ,η)=∑
nu

i=0
∑
nv

j=0
Pi,jNi,p;j,q(ξ,η) (6)

其中Pi和Pi,j是NURBS几何形体的控制点.图2
和3分别给出了典型的二次 NURBS曲线和曲

面,其中控制点标记为·,从图中可以很明显地观

察到控制点并未落在几何形体上,具有非插值性.

图2 二次NURBS曲线

Fig.2 QuadraticNURBScurve

图3 二次NURBS曲面

Fig.3 QuadraticNURBSsurface

2 静电场问题的等几何分析方法的

推导

2.1 静电场问题

计算电磁学的控制方程为麦克斯韦方程组,

对于静电场问题,域内无电荷情形下,控制方程可

简化为式(7)的泊松方程及相应的边界条件:
2ϕ=ρ;在Ω 上 (7a)

ϕ=ϕ;在Γϕ 上 (7b)

ϕ,n =q;在Γq 上 (7c)

式中:ϕ为电势,ρ是域的电荷密度,n是边界的单

位外法向,Ω是求解域,其边界∂Ω=Γϕ∪Γq,ϕ是

在边界Γϕ 上指定的电位值,q是在边界Γq 上给定

电位方向导数值.如果域内无电荷分布,则式

(7a)退化为拉普拉斯方程.
2.2 求解域的NURBS等几何离散

以二 维 为 例,求 解 域 Ω 的 几 何 形 体 采 用

NURBS描述,如式(6),其中两个方向的节点向

量分别为Ξ= (ξ0 ξ1 … ξku-1)和H = (η0

η1 … ηkv-1).由Ξ和H 张成参数域,其中节点

区间[ξh,ξh+1)×[ηk,ηk+1)映射为求解域Ω上的一

个几何单元Vh,k,即[ξh,ξh+1)×[ηk,ηk+1)→Vh,k,

可见这个映射过程就是求解域被NURBS等几何

离散的过程.根据NURBS基函数的紧支性,相应

的非零基函数索引为(h1,k1),h1=h-p,h-p+
1,…,h,k1=k-q,k-q+1,…,k,p、q分别为两

个方向基函数次数.单元Vh,k 的所有非零基函数

个数为ncp =(p+1)(q+1),即该单元相关的控制

点数为ncp.根据式(6)以及NURBS基函数的紧支

性,单元Vh,k 内任意一点Ph,k(ξ,η)的坐标可表示

为

Ph,k(ξ,η)=∑
ncp

i=1
Ph,k

i Nh,k
i (ξ,η)=Nh,k(ξ,η)Xh,k

(8)

其中Ph,k(ξ,η)= (xh,k(ξ,η) yh,k(ξ,η)),Ph,k
i =

(xh,k yh,k)表示与单元Vh,k 相关的控制点坐标,

Xh,k = (Ph,k
1  Ph,k

2  … Ph,k
ncp
)T 表示该单元所有

控制点坐标列向量.Nh,k
i (ξ,η)是单元Vh,k 相关的

NURBS基函数,Nh,k(ξ,η)是其向量形式.注意

到,这里的基函数和控制点的二维索引(h1,k1)都
转化到该单元的局部一维索引.

一典型二维求解域被 NURBS离散,如图4
所示,与图3所示的空间曲面不同,二维求解域是

平面内问题.

图4 NURBS离散求解域

Fig.4 DomaindiscretizationbyNURBS

2.3. 求解域的细分

基于NURBS描述的求解域可以直接用于数

值计算和分析,但是为了提高解的精度,需要对初

始的几何模型进行细分.NURBS细分算法,包括

h-细化方法、p-细化方法、k-细化方法等[11],都具

有保形和非通讯的重要特征,保形性使得细分后

的模型与初始模型是几何一致的,非通讯性可以

使得细分过程独立于初始几何模型.
2.4 变量场的等参化

从单元模式来讲,虽然 NURBS基函数不具
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有插值性,但是由于它具有单位分解性,可以满足

分片检验.因此与传统的有限元方法相似,等几何

分析方法中变量场的构造亦采用等参策略,则求

解域中NURBS单元Vh,k 内任意一点的变量场具

有与式(8)相似的表达.

ϕh,k(ξ,η)=∑
ncp

i=1
ϕh,k

i Nh,k
i (ξ,η)=N(ξ,η)ϕh,k (9)

其中ϕh,k
i 表示求解域控制点变量,在静电场问题

中则指控制点电势.
2.5 控制微分方程的等几何离散方程

与传统的有限元类似,采用Galerkin加权余

量法或者虚功原理[22]将控制微分方程式以及边

界条件(7)进行离散.推导过程从略,基于等几何

分析方法的离散方程可表示为

Kϕ =Q (10)

这是关于控制点电势ϕ 的代数方程,其中

K=∑
h,k

Kh,k 表示NURBS单元系数矩阵集成的总

体系数矩阵,Q=∑
h,k

Qh,k 是等效控制点激励,包

括体电荷分布和第二类边界条件的贡献.

Kh,k =∫
ξh+1

ξh∫
ηk+1

ηk

(Bh,k(ξ,η))TBh,k(ξ,η)J dξdη

(11)

Qh,k =∫
ξh+1

ξh∫
ηk+1

ηk

(Nh,k(ξ,η))TqdS+

∫Γq

(Nh,k(ξ,η))TqdS (12)

注意 到 式 (11)和 (12)中 的 积 分 区 间 是

NURBS单元Vh,k 对应的参数区间[ξh,ξh+1)×
[ηk,ηk+1),它区别于传统有限元中母单元对应的

标准高斯积分区间[-1,1]×[-1,1],因此在数

值积分时需要转化,并且对于每个单元这个积分

区间是变化的.
2.6 边界条件施加及离散方程求解

自然边界条件(7c)体现在式(12)中的第2项,

利用边界积分,将边界微元转化到参数域中进行:

Qh,k
s =∫

l+

l-
(Nh,k(ξ,η))TqJs dl (13)

对于不同的边界面,式(13)中的边界微元形

式和积分区间也不尽相同,例如,对于ξ=ξh 边界

面,形如

Qh,k
s =∫

ηk+1

ηk

(Nh,k(ξh,η))TqJu- dη (14)

但对于强制边界条件,由于NURBS基函数

的非插值性,边界条件的施加相对于具有插值性

的Lagrange单 元 有 较 大 的 区 别.首 先,利 用

NURBS基函数的非负性将与强制边界Γϕ 相关的

基函数分成两组:Nzz
i 和Nnz

i .Nzz
i 在Γϕ 上恒为零,

Nnz
i 在Γϕ 上不恒为零.则式(9)可分解为

∑ϕnz
iNnz

i
Γϕ

+∑ϕzz
iNzz

i
Γϕ

=ϕ (15)

恒为零的基函数Nzz
i 对应的控制点电势对电

势场没有贡献,即式(14)只剩下非负基函数对应

的项,再利用NURBS基函数的单位分解性,可得

ϕnz
i =ϕ (16)

式(16)可作为控制点变量的约束条件,联合

式(10)可消除其系数矩阵的奇异性.

3 算例分析

3.1 矩形槽

为了验证等几何分析方法求解静电场问题的

高精度和高效性,首先选择了一个具有解析解的

经典算例.该算例为一长直金属槽,上下面的电位

为0,而右面电位ϕ(x=a,y)=U0,左面的水平

向电场强度为0,如图5所示,需求出域内的电位

和电场,其解析解如式(17)所示.在仿真中,取a
=1.0m,b=1.0m,U0=1.0V.

ϕ(x,y)=
4ϕ0
π∑

∞

k=1

cosh((2k-1)πx/b)
(2k-1)cosh((2k-1)πa/b)×

sin((2k-1)πy/b) (17)

图5 矩形方板IGA计算示意图

Fig.5 SketchfortherectangularplateusingIGA

矩形方板的初始几何 模 型 中 仅 含 有 一 个

NURBS单元,为了比较数值解的收敛性和收敛

速度,采用h-细分方法对初始几何模型进行细

分,得到从粗到细的5种尺寸网格(网格1~5)计
算模型,同时每个单元尺寸的网格还对应一个传
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统的有限元二次单元模型.各个尺寸的计算模型

中自由度nDOF与单元的数量ne 关系曲线如图6
所示.随着单元数量的增加,即单元尺寸减小,传
统有限元Lagrange单元模型的计算自由度迅速

增加,而NURBS等几何模型的计算自由度增加

的速率明显缓慢,可见对于相同的单元数,等几何

分析消耗更少的计算自由度,这对于数值计算来

说,计算效率大为提高.这是因为等几何模型中

NURBS基函数的连续阶高,单元之间共享更多

的自由度.

图6 自由度消耗nDOF与单元数量ne 图

Fig.6 NumberofDOFsconsumedvs.numberof

elementsne

在方板的左下角到右上角的典型截面上电势

分布如图7所示.图7(a)为有限元计算的结果,

       

(a)FEM

(b)IGA

图7 FEM和IGA的典型截面上电势分布图

Fig.7 Electricpotentialalongtypicalsectionin

FEMandIGA

在邻近右上角(奇异区域)出现震荡,即使很细的

网格也未能幸免;而IGA的计算结果如图7(b)
所示,快速收敛到解析解,且不出现震荡.

相对解析解的误差计算公式为

e= ∑
i

(ϕi-exact-ϕi-calc
)2 ∑

i

(ϕi-exact
)2

(18)

其中ϕi-exact
为解析解,ϕi-calc

为数值解.
电势的相对误差随网格尺寸变化如图8所

示,随着单元尺寸的减小,传统有限元Lagrange
单元模型和NURBS等几何模型的计算结果的相

对误差都减小,而在每个网格尺寸下后者都比前

者小,可见其精度高,收敛速度快.

图8 电势的相对误差随网格尺寸变化图

Fig.8 Relativeerrorforelectricpotentialof

differentmeshes

图9为整个域上的电势分布图,图9(a)为数

值解,图9(b)为解析解,两个图中电势分布几乎

一致,即使在奇异区域附近也基本吻合.
从这个带有奇异性的静电场问题可以看出:

(1)等几何分析方法的等几何性不仅体现在计算

模型与几何模型一致,即计算模型直接继承于几

何模型而无需二次建模,而且还体现在模型细分

时的非通讯性和保形性,这为数值计算提供了极

大的便利;(2)等几何分析方法在计算效率方面还

具有单位单元的计算自由度消耗少、计算精度高、

收敛速度快的特点;(3)对于奇异性问题,有限元

并不能很好地模拟,特别是奇异区域附近会出现

震荡,而等几何分析的数值解在奇异区域附近显

现得较平滑,并且随着网格尺寸的减小,趋于精确

解.

3.2 椭圆微带线

为了进一步验证此方法对于复杂静电场问题

的适应性和有效性,特选取椭圆微带线,其截面如
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图10所示,外边界接地电势为0,内置微带电势

为1V.椭圆长半轴a=1m,b/a=0.3,w/a=
0.5.

(a)数值解

(b)解析解

图9 电势数值解和解析解的等值线图

Fig.9 Contourplotofnumericaland analytical

solutionofelectricpotential

图10 椭圆微带线

Fig.10 Ellipticalstripline

由于对称性,仅取1/4部分进行分析计算,等
几何分析的初始网格如图11所示,其中,圆点为

控制点,虚线标识控制点网格,加粗黑色边界表示

第一类边界条件,细黑色边界表示第二类边界条

件.
椭圆微带线的特征阻抗可以通过电场能量求

得,如下式:

Z= 1
v0C

(19)

C=4×2WΔϕ
(20)

W=∑
h,k∫

ξh+1

ξh∫
ηk+1

ηk

(ϕ)Tε(ϕ)J dξdη(21)

其中v0=3×108m/s,为真空中光速;C 为电容;

Δϕ=1V,为内外电势差;W 为电场能量.式(20)

中的系数4表示计算时仅取1/4.

图11 等几何分析初始网格

Fig.11 InitialmeshofIGA

计算自由度与单元数量如图12所示,其特点

与矩形槽相同,体现了其低自由度消耗的优点.不
同网格模型中按照式(19)~(21)计算得到其特征

阻抗,结果如图13所示.在每个网格模型中,等几

何分析的结果都比有限元的结果更靠近解析解.
对于网格5网格模型,等几何模型的自由度为

4422,特 征 阻 抗 为 42.29 Ω(相 对 误 差 为

0.14%),而有限元的自由度为9409,特征阻抗为

42.20Ω(相对误差为0.33%),可以很清楚地看

出,虽然两种方法的误差都较小,都低于1%,但

是等几何分析的计算量只有有限元的一半,而精

度却是后者的2倍.

图12 计算自由度与单元数量

Fig.12 NumberofDOFsconsumedvs.number

ofelements

图13 椭圆微带线特征阻抗

Fig.13 Characteristicimpedanceofellipticalstripline
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4 结 语

本文研究了等几何分析方法求解静电场问

题,将NURBS描述的几何模型直接应用于计算

分析,并利用几何等参思想通过控制点变量构造

变量场,将静电场控制微分方程弱化为等几何离

散方程.同时介绍了等几何模型的非通讯保形细

分策略和边界条件的施加.矩形域上静电场问题

的数值结果表明与传统的有限元方法相比,该方法

计算自由度少,收敛速度快,计算精度和计算效率

更高,进而可应用其计算椭圆微带线的特征阻抗.
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Isogeometricanalysismethodforelectrostaticfieldproblems

ZHANG Yong, LIN Gao*, LIU Jun, HU Zhi-qiang

(FacultyofInfrastructureEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Inisogeometricanalysis(IGA),alatelynovelnumericaltechnique,identicalmodelis
sharedforgeometricdesignandnumericalsimulation,whichavoidstheredundantprocedureof
remodelingsimulationmodelintraditionalmethodsandeliminatesthegeometricapproximationerrors
duringthemeshdiscretization.IGAisexpandedtoelectrostaticfieldproblems.Thevariablesare
constructedbythediscretizedcontrolvariableswithinthegeometricallyisoparametricconcept.Using
weightedresidualapproachthegoverningequationsareweakenedtothealgebraicequationsforthe
discretizedcontrolvariables.Forcompulsoryboundaries,theyaregivenbythemethodofdividing
groups.Numericalexampleofelectrostaticfieldproblemsinarectangulardomainiscarriedout,and
itisshownthatthepresentmethodyieldsmoreexcellentcomputationalresults,lessamountof
DOFs,quickerconvergencethantraditionalone.Then,thecharacteristicimpedanceofelliptical
striplineiscalculatedbythepresentmethod.

Keywords:electrostaticfield;isogeometricanalysis;NURBS;ellipticalstripline;characteristic
impedance
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