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摘要:对于一个包含非同质风险的保单组合,制定保费时,不仅要考虑到保险公司自身面临

的风险,还要考虑到投保人缴纳的保费的公平性,可利用风险和保费之间距离的函数来体现

这种公平性.应用非线性优化方法证明了在一定风险水平下,使距离函数负部达到最小时最

优保费解的存在性;并通过用二分法和计算机软件编程,求出这个最优解的近似值.最后数值

实例验证了结果的正确性.
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0 引 言

保险业之所以存在是因为人们愿意以高于他们

期望索赔额的价格获得保险保障,因此,保险公司收

取高于期望理赔额的保费.而保险公司在对保单制

定保费时,需要综合考虑各方面的因素,以使制定的

保费更具市场竞争性.当然,保险公司在制定保费时

也会遵循一定的原则,通常要遵循如下两个原则:
(1)总索赔额超过总保费的概率小于预先给

定的小数α,0<α<1;
(2)保费随着期望理赔额的增长而增长.
本文考虑包含k类的非同质风险组合,每类

包含一个固定数量独立同分布的风险.目标是在

一定条件下,使所求得的保费尽可能低,以具有尽

可能强的竞争性.当然“公平性”前提是必需的.文
献[1]讨论了在给定的风险水平下,使风险和保费

距离平方的期望达到最小时的最优保费.它以原则

(1)为出发点,得出的结论同样符合原则(2).而文

献[2]研究了风险和保费距离的函数,从而把文献

[1]中的模型一般化,将问题的结论进行了推广.
Bowers等[3]提出了期望值保费原理,即第j

类风险收取保费为πj =(1+θα)μj,其中μj 为第j
类风险的期望,θα 为使风险水平为α的参数.其他

一些保费的制定方法仅仅考虑了原则(2),其收取

的保费和风险的期望值成比例,而并没有考虑原

则(1).文献[1]综合考虑了原则(1)与原则(2),讨
论了风险与保费之间距离的函数,并建立了非线

性模型,求出了使距离函数达到最小时的最优保

费.文献[2]引入受控与舒尔凸函数[4-6]将距离函

数一般化,讨论了在更一般情形下的最优保费问

题.本文研究风险与保费之间距离函数的负部,建
立非线性模型,讨论使负部达到最小时的保费.

1 同质风险组合模型及其解的讨论

定义1 令0<α<1.设一个保险公司面临

n个风险X1,X2,…,Xn,第i个风险收取的保费为

πi,如果该保险公司总的理赔额超过收取的总保

费的概率为α,即P ∑
n

i=1
Xi≥∑

n

i=1
πi( )=α,则称该

保险公司面临的风险水平为α.
定理1 设有n个独立同分布的风险Xi,i=

1,2,…,n,服从均值为X,方差为σ2X 的正态分布,

令S=∑
n

i=1
Xi,且每个风险收取相同的保费π,则

非线性优化方程

F=minE{[(S-nπ)-]2m}
s.t.P(S>nπ)≤α

(1)

有唯一解为

π=X+z1-ασX

n



其中z1-α 是标准正态分布的下分位点,E[(S-
nπ)-]表示纯损失,用2m 去表示纯损失期望的高

次幂,m 越大纯损失就表现得更明显.
证明 由约束条件可得

π≥X+z1-ασX

n
令

S-nX =T,nπ-nX =a,nz1-ασX

n
=β

原优化方程转化为

F=minE{[(T-a)-]2m}
s.t.a≥β

(2)

由于

E{[(T-a)-]2m}= 1
2π∫

a

0
(a-t)2me-t2/2nσ2Xdt=

1
2π
(nσ2X)(2m+1)/2×

∫
a/ nσ2X

0
[ ( a

nσ2X
-

x)
2m
e-x2/2 ]dx

令

g(a)=E{[(T-a)-]2m}
因为当a>0时,g'(a)>0,所以g(a)为关于自

变量a(a>0)单调递增的函数.从而得出优化方

程(2)的最优解为a=β,因此原优化方程(1)有

唯一解为

π=X+z1-ασX

n
(3)

2 非同质风险组合模型及其解的讨论

对于一个保险公司来说,随着保险公司业务

规模的不断扩大,以及保险市场竞争的日益激烈,
单一险种对于公司自身的经营来说是不相符合

的.为了保险公司自身的生存和发展,需要制定多

种类的保单来适应市场需求.下面讨论非同质风

险组合问题.
考虑一个非同质风险组合含有k类风险,第j

类包含nj 个独立同分布的风险Xj1,Xj2,…,Xjnj
,

其服从均值为μj(j=1,2,…,k),方差为σ2j(j=
1,2,…,k)的正态分布,第j类风险收取的保费为

πj,令保险公司承担的风险总数为n=∑
k

j=1
nj.

本文始终设

Sj =∑
nj

h=1
Xjh,S=∑

k

j=1
Sj,

μ=E[S]=∑
k

j=1
njμj,σ2 =∑

k

j=1
njσ2j

则有下面的定理:
定理2 设r1,r2,…,rk 为一组任意给定的

正数,非线性优化方程

F=min∑
k

j=1

1
rj

E{[(Sj-njπj)-]2m}

s.t.P ∑
k

j=1
Sj>∑

k

j=1
njπj( )≤α

(4)

有唯一解.
证明 由优化条件可得

∑
k

j=1
njπj≥∑

k

j=1
njμj+z1-ασ

令

Sj-njμj =Xj,njπj-njμj =aj,z1-ασ=q1-α
原优化方程(4)转化为

F=min∑
k

j=1

1
rj

E{[(Xj-aj)-]2m}

s.t.∑
k

j=1
aj≥q1-α

(5)

由假设可知Xj 服从EXj =0,DXj =njσ2j 的正态

分布,从而有

E{[(Xj-aj)-]2m}= 1
2π∫

aj

0
[(aj-xj)2m ×

e-x2j/2njσ
2
j ]dxj =

1
2π
(njσ2j)(2m+1)/2×

∫
aj/ njσ

2
j

0
[

aj

njσ2j
-tj

æ

è
ç

ö

ø
÷

2m

×

e-t2j/2 ]dtj

令

h(a)=∫
a

0
(a-x)2me-x2/2dx

则优化方程(5)转化为

F=min∑
k

j=1

1
rj
(njσ2j)(2m+1)/2h

aj

njσ2j
æ

è
ç

ö

ø
÷

s.t.∑
k

j=1
aj≥q1-α

(6)

先考虑下面的优化方程

F=min∑
k

j=1

1
rj
(njσ2j)(2m+1)/2h

aj

njσ2j
æ

è
ç

ö

ø
÷

s.t.∑
k

j=1
aj =β

(7)

对于优化方程(7),应用拉格朗日乘数法求解.
设
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F(a1,a2,…,ak,λ)=∑
k

j=1

1
rj
(njσ2j)(2m+1)/2×

h
aj

njσ2j
æ

è
ç

ö

ø
÷+λβ-∑

k

j=1
aj( )

令

∂F
∂aj

=0,∂F∂λ =0;j=1,…,k

可得

 

1
rj
(njσ2j)mh'

aj

njσ2j
æ

è
ç

ö

ø
÷=λ;j=1,2,…,k

∑
k

j=1
aj =β

(8)

h″(a)>0(a>0),所以h'(a)严格单调递

增,aj 与λ之间是一一对应的关系,存在严格单调

递增的函数fj:λ→aj,使aj =fj(λ),式(8)可变

为∑
k

j=1
fj(λ)=β,显然函数∑

k

j=1
fj(λ)也是严格单

调递增的,方程∑
k

j=1
fj(λ)=β有唯一解.因此方程

(8)有唯一解aj(j=1,2,…,k).
下证解aj 关于β递增.

由∑
k

j=1
fj(λ)关于λ单调递增,若β'>β,则有

λ'>λ,从而解a'j>aj(j=1,…,k),因此解aj 关

于β递增.
由于h(x)为单调递增函数,有

 ∑
k

j=1

1
rj
(njσ2j)(2m+1)/2h

a'j
njσ2j

æ

è
ç

ö

ø
÷>

∑
k

j=1

1
rj
(njσ2j)(2m+1)/2h

aj

njσ2j
æ

è
ç

ö

ø
÷

因此取β=q1-α,则方程(7)与方程(6)同解.即原

优化方程(4)有唯一解.特别地,若对任意的i、j,
满足

1
ri
(niσ2i)m = 1rj

(njσ2j)m

则原方程有最优解

πj =μj+ σjz1-ασ

nj∑
k

j=1
njσ2j

(9)

对于一般给定的rj、m、nj、σj、α很难给出优化方

程(4)最优解的解析表达式,但可以借助计算机软件

(如Matlab、R语言)编程求出最优解的近似值.
下面给出求优化方程(4)最优解近似值的具

体算法.
(1)用数学软件 Matlab编程

解积分方程∫
a

0
(a-x)2m-1e-x2/2dx=t,当t和

m 给定后,可通过编程求a的近似解.对于优化方

程(4),当给定λ及系数rj、m、nj、σj、α时,就可由

已编的程序算出aj =fj(λ)的值.

(2)求解方程∑
k

j=1
fj(λ)=β

用二分法求λ的近似解:编制程序,找区间

[a,b],使得∑
k

j=1
fj(a)<β,∑

k

j=1
fj(b)>β,取区间

[a,b]的中点x0=a+b
2
,若∑

k

j=1
fj(x0)=β,则x0

即为所求解;若∑
k

j=1
fj(x0)<β,则解在区间[x0,

b]内;若∑
k

j=1
fj(x0)>β,则解在区间[a,x0]内,不

妨设解在区间[a,x0]内,则取区间[a,x0]的中点

继续上面的步骤.如此继续下去,不断将区间缩

小,当区间充分小时,即可将区间的中点作为λ的

近似解.
(3)求优化方程(4)最优解的近似值

将求得的λ回代,得出aj 的近似解.再由njπj

-njμj =aj 得出优化方程(4)最优解的近似值.
对保险公司来讲,研究风险与保费的负部就是研

究理赔额不超过所收取保费的那部分保单,这部

分可以说是保险公司生存的命脉,因为一个保险

公司从保单中获得的收益全部来源于这一部分,
保险公司研究这个负部函数的目的就是研究在最

不利的情形下,保险公司对每份保单应该收取的

最少保费.这样做可以为每份保单的定价提供一

些理论依据,从而使保险公司制定出的保单更具

有市场竞争力.

3 数值实例

例1 本文考虑用6类非同质风险组合来对

前面的结果进行计算检验.当然保险公司的实际

数据远远大于6类,可能有200组、300组甚至更

多,但这并不影响对结论的检验分析.这里第k类

包含nk 个风险Xk,1,…,Xk,nk
,均值和方差分别为

μk 和σ2k,其值由表1给出,第k类收取的保费为

πk.假设所有的Xi,j 是独立同分布的随机变量,并
服从正态分布,取定m =2,rj =njσ2j/σ2,当给定

风险水平α分别为0.05和0.01时,由于给定的数

值满足式(3)的条件,可以利用式(3)来求定理2
给出的模型的最优解πk.其结果由表1给出.如
果取定的风险标准为3.79%和0.23%,即与文献

[2]数值实例中的风险标准一样,就可以得出与文

献[2]表1中相同的结果.
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表1 同质风险组合模型的模拟结果

Tab.1 Theresultsofhomogeneousrisksportfoliomodel

k nk μk σ2k
πk

α=0.05 α=0.01
1 4000 105 9000 106.01 106.42
2 2400 1000 15000 1001.68 1002.37
3 900 2730 40000 2734.48 2736.33
4 1500 2775 24000 2777.69 2778.80
5 900 4250 40000 4254.48 4256.33
6 500 5700 72000 5708.06 5711.40

例2 仍取例1所示的6类风险组合,其均

值、方差和分布也都不变,这里取定m =2,rj =
1/nj,此时给出的数值不满足式(3)的条件,没有

定理2给出模型解πk 的解析表达式,这时可通过

上面给出的计算方法求定理2给出模型的近似

解.其结果由表2给出.

表2 非同质风险组合模型的模拟结果

Tab.2 Theresultsofheterogeneousrisksportfoliomodel

k nk μk σ2k
πk

α=0.05 α=0.01
1 4000 105 9000 105.75 106.06
2 2400 1000 15000 1001.43 1002.02
3 900 2730 40000 2734.88 2736.90
4 1500 2775 24000 2777.57 2778.64
5 900 4250 40000 4254.88 4256.90
6 500 5700 72000 5710.18 5714.43

对表1和2的数据结果进行比较可以看出,
表1对方差较大的保单收取比纯保费更多一些的

保费,而对方差较小的收取相应较少的保费,这与

实际情况是符合的.从保险公司的角度来看,对不

同种类的保单,方差较大的保单会使保险公司面

临更大的风险.保险公司也可以通过调节rj 来灵

活调整每类保单应收取的保费,从而规避某些潜

在的风险,保证公司正常的运营.

4 结 论

非同质风险组合模型主要研究了包含非同质

风险的保单组合求最优保费的问题.应用非线性

优化方法可以证明,在一定风险水平下,使距离函

数负部取得最小值的最优保费解是存在的;并可

以通过二分法,利用计算机软件编程,求出这个最

优解的近似值,从而为保险公司保费的制定提供

一定的理论依据.
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