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摘要:研究工件加工时间具有恶化效应的单机松弛工期排序问题.其中恶化效应指的是工件

的实际加工时间是其开工时间的递增函数且所有工件的恶化率相同,工件的松弛工期等于其

实际加工时间加上共同的松弛时间.目标是确定工件的一个排序和工件工期的共同松弛时间使

得工件的提前时间、延迟时间和工期的共同松弛时间的线性加权和达到最小.用运筹学方法证明

了该问题可以转化为两个向量的乘积问题,从而多项式时间可解,并给出了求解的最优算法.
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0 引 言

在传统的排序问题中,一般假设工件的加工

时间为给定的常数,然而在现实生产中,存在着工

件的加工时间是开工时间递增线性函数的情况,
这一 类 问 题 称 为 具 有 恶 化 效 应 的 排 序 问 题.
Gupta等[1,2]首先研究了具有恶化效应的单机排

序问题.Mosheiov[3]研究了总完工时间单机排序

问题,其中假定工件的基本加工时间为常数,这个

问题的复杂性还没有解决,是一个开放问题,不过

其证明了此问题具有V形性质,并给出了启发式

算法.Mosheiov[4]还研究了工件加工时间为简单

恶化效应的单机问题,对几个正则目标函数分别

给出了最优算法.Bachman等[5]研究了工件具有

一般线性恶化效应的最大延误单机排序问题,证
明了此问题是NP-难的,并给出两个启发式算法.
Cheng等[6]研究了工件具有线性恶化效应的工期

指派单机排序模型,目标是使所有工件的提前成

本、延迟成本和工期指定成本的线性加权和最小,
证明了此问题是多项式时间可解决的.Ji等[7]研

究了机器具有到达约束的简单线性恶化效应的单

机排序问题,证明了最大完工时间与总完工时间

问题都是NP-难的,并给出了拟多项式时间算法

解决.Wu等[8]研究了工件具有简单线性恶化效

应的单机成组排序问题,证明了最大完工时间与

总完工时间问题都是多项式时间可解的.Leung
等[9]研究了分批单机排序模型,其中工件的加工

时间具有分段恶化效应,对总完工时间极小问题,
证明了此问题是NP-难的,并对一些特殊情况给

出了多项式时间近似算法.Oron[10]研究了一类单

机排序模型,其中工件的加工时间是开工时间的

简单线性函数,对完工时间的总绝对差问题,证明

了此问题具有V形性质,并用这个性质给出了两

个多项式时间启发式算法.Wang等[11]研究了工

件具有线性递减恶化效应的两台机器的流水作业

排序问题,对总完工时间问题给出了分支定界算

法.Wang[12]研究了工件具有线性递减恶化效应

的单机排序问题,其中工件间具有链优先约束和

串并有向图优先约束,对最大完工时间问题给出

了多项式时间最优算法.Valerie等[13]研究了工

件准备时间依赖资源的单机恶化型排序问题,对
于最大完工时间问题给出了多项式时间算法.Ji
等[14]研究了具有恶化效应的单机分批排序.Ng
等[15]研究了具有恶化工件的流水作业排序问题,
其中工件具有成比例恶化效应,对总完工时间问

题给出了分支定界算法.Wang等[16]研究了工件



同时具有恶化效应和学习效应的单机排序问题,
对一个所有工件具有共同工期的排序问题给出了

多项式时间最优算法.文献[17]研究了机器具有

维修时间的单机排序问题,对所有工件具有共同

松弛工期的排序问题给出了多项式时间最优算

法.Wang等[18]研究了具有恶化工件的单机排序

问题,其中工件间具有链优先约束,并对加权完工

时间平方和问题给出了多项式时间最优算法.
Wang等[19]研究了工件具有递减恶化效应的流水

作业排序问题,目标函数为极小化最大完工时间,
证明了一些特殊情况下该问题是多项式时间可解

的.Zhao等[20,21]研究了工件具有恶化效应的单机

排序问题,其中机器有一个恶化维修时间,对一个

所有工件具有共同窗口的排序问题给出了多项式

时间最优算法.Alidaee等[22,23]分别综述了工件

恶化效应.文献[24]总结了近年来工件加工时间

与开工时间有关的研究成果,及一些尚未解决的

问题和未来研究的方向.
Cheng等[6]研究了工件具有线性恶化效应的

单机排序问题,其中所有工件的恶化率都相同,所
有工件的工期也相同(CON模型).目标函数为最

小化提前成本、延迟成本和工期成本的加权和,证
明了此问题是多项式时间可解的.本文讨论工期

的另外一种情况,即所有工件的工期由其加工时

间加上共同的松弛时间(SLK模型)组成,这个模

型最先由 Adamopoulos等[25]提出,研究了工件

具有松弛工期的单机排序问题,目标函数为最小

化提前成本、延迟成本和工期的共同松弛时间的

加权和,对此问题他们给出了多项式时间最优算

法.本文将此问题推广到工件具有恶化效应的情

况,证明此问题仍然多项式时间可解.

1 问题描述

假定n个工件J = {J1,J2,…,Jn}要在一台

机器上加工,此机器在同一时刻只能加工一个工

件,且工件的加工过程不允许中断.同Cheng等[6]

一样,假定工件Jj(j=1,2,…,n)的实际加工时

间为

pj =aj+bt (1)
其中aj 为工件Jj 的基本加工时间,b≥0为工件

的恶化率,t为工件的开工时间.对于工件的一个

排序(即加工顺序)π,令Cj =Cj(π)表示工件Jj

的完工时间,Wj =Wj(π)=Cj-1(π)表示工件Jj

的等待时间.同文献[25]一样,假定工件Jj 的工

期dj=pj+q,其中q为所有工件工期的共同松弛

时间,是一个决策变量.记Ej=max{0,dj-Cj},
为工件Jj 的提前成本,Tj =max{0,Cj-dj}表

示工件Jj 的延迟成本.目标是确定工件的一个排

序π和工件工期的共同松弛时间q 使提前成本、
延迟成本和工期的共同松弛时间的加权和最小,

即f(q,π)=∑
n

j=1

(αEj+βTj+γq),用三参数表示

法可表示为1|pj=aj+bt|∑(αEj+βTj+γq),

其中α、β和γ分别表示每一时间单元的提前、延迟

和松弛时间的惩罚因子.

2 主要定理

引理1 如果C[j]≥d[j],则C[j+1]≥d[j+1],
其中[j]表示排在第j个位置.

证明 对于一个给定的排序π,如果 C[j]≥
d[j],能够得到C[j]≥d[j]⇔C[j-1]+p[j]≥p[j]+
q⇒C[j-1]+p[j]≥q⇔C[j-1]+p[j]+p[j+1]≥q+
p[j+1]⇔C[j]+p[j+1]≥d[j+1],即C[j+1]≥d[j+1].

引理2 如果C[j]≤d[j],则C[j-1]≤d[j-1].
证明 对于一个给定的排序π,如果 C[j]≤

d[j],能够得到C[j]≤d[j]⇔C[j-1]+p[j]≤p[j]+
q⇔C[j-1]≤q⇒C[j-1] ≤q+p[j-1],即 C[j-1] ≤
d[j-1].

由引理1和2可知,排在J[k]之前的工件都是

提前完成的,排在J[k]之后的工件都没有按工期

时间完成.
引理3 对于给定排序π=(J1,J2,…,Jn),

第j个工件Jj 的加工时间为

pj =aj+∑
j-1

l=1
b(1+b)j-l-1al (2)

证明 用数学归纳法很容易证明此引理.
引理4 令xj、yj(j=1,2,…,n)是两个数

值序列,如果xj 和yj 是两个相反序列,则乘积和

∑
n

j=1
xjyj 最小.

证明 见文献[26].

定理1 在问题1|pj =aj+bt|∑(αEj+

βTj+γq)的最优排序中,q=C[k-1]=W [k].
证明 在最优排序中,假设 W [k-1] ≤q≤

W [k],令Δ=q-W [k-1],可知0≤Δ≤p[k-1].
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工件J[j](j=1,2,…,k-2,k-1)的提前完

工成本为

Z[1]=α(d[1]-C[1])=
α[p[1]+q-(W [k-1]-(p[2]+
p[3]+…+p[k-3]+p[k-2]))]=
α(Δ+p[1]+p[2]+p[3]+…+
p[k-3]+p[k-2])

Z[2]=α(d[2]-C[2])=
α[p[2]+q-(W [k-1]-(p[3]+…+
p[k-3]+p[k-2]))]=
α(Δ+p[2]+p[3]+…+p[k-3]+
p[k-2])

 ︙

Z[k-2]=α(Δ+p[k-2])

Z[k-1]=αΔ
工件J[j](j=k,k+1,…,n)的延迟完工成本

描述如下:

Z[k]=β(C[k]-d[k])=

β(W [k-1]+p[k-1]+p[k]-p[k]-q)=
β(p[k-1]-Δ)

Z[k+1]=β(C[k+1]-d[k+1])=

β(W [k-1]+p[k-1]+p[k]+p[k+1]-
p[k+1]-q)=β(p[k-1]+p[k]-Δ)

 ︙

Z[n-1]=β(p[k-1]+p[k]+…+p[n-2]-Δ)

Z[n]=β(p[k-1]+p[k]+…+p[n-2]+
p[n-1]-Δ)

总成本可以被描述为

Z=∑
n

j=1
Z[j]+nγq=

α(k-1)Δ+α∑
k-2

j=1
jp[j]-β(n-k+1)Δ+

β∑
n

j=k-1

(n-j)p[j]+γnΔ+γn∑
k-2

j=1
p[j]=

AΔ+B (3)
其中A =α(k-1)-β(n-k+1)+γn,B =

α∑
k-2

j=1
jp[j]+β∑

n

j=k-1

(n-j)p[j]+γn∑
k-2

j=1
p[j].B 是一

个独立于Δ 的数,由线性函数的性质(Z 是关于Δ
的线性函数),当Δ=0或Δ=p[k-1]时,Z达到最

小,定理得证.
定理 2 q = C[k-1] = W [k],其 中 k =

n(β-γ)
α+β

.

证明 当改变q时,由扰动技术测量总成本

的变化.
(a)将q向左移动Δ 个单位时,总成本变化

-α(k-1)Δ+β(n-k+1)Δ-nγΔ
(b)将q向右移动Δ 个单位时,总成本变化

αkΔ-β(n-k)Δ+nγΔ
因为 q 未 移 动 时 的 目 标 函 数 f(q,π)=

∑
n

j=1

(αEj+βTj+γq)最优,所以式(4)和(5)分别

为非负数:

 -α(k-1)Δ+β(n-k+1)Δ-nγΔ≥0⇒

k≤n(β-γ)
α+β

+1

αkΔ-β(n-k)Δ+nγΔ≥0⇒k≥n(β-γ)
α+β

整理后得到k= n(β-γ)
α+β

.

定理3 最优总成本函数可以被写为

f(q,π)=∑
n

j=1
ωja[j]

其中ωj =θj+∑
n

l=j+1
b(1+b)l-j-1θl,θj =min{αj+

nγ,β(n-j)}.
证明 根据定理1,可知最优的目标函数为

式(3),即

f(q,π)=∑
n

j=1

(αEj+βTj+γq)=

α∑
k-2

j=1
jp[j]+β∑

n

j=k-1

(n-j)p[j]+

γn∑
k-2

j=1
p[j]=

∑
k-2

j=1

(αj+nγ)p[j]+∑
n

j=k-1
β(n-j)p[j]=

∑
n

j=1
θjp[j]

其中θj =min{αj+nγ,β(n-j)}.将式(2)代入上

式得

f(q,π)=∑
n

j=1

(αEj+βTj+γq)=

∑
n

j=1
θj[a[j]+∑

j-1

l=1
b(1+b)j-l-1a[l]]=

∑
n

j=1

[θj+∑
n

l=j+1
b(1+b)l-j-1θl]a[j]=

∑
n

j=1
ωja[j]
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其中ωj =θj+∑
n

l=j+1
b(1+b)l-j-1θl.

3 求解算法

由上面的3个定理和引理4,可以给出问题

1|pj =aj+bt|∑(αEj+βTj+γq)的最优求解

算法步骤如下.
步骤1 指派第k-1个位置的工件的完工

时间为 松 弛 工 期q,即q = C[k-1],并 且k =
n(β-γ)
α+β

.

步骤2 计算各个工件的位置权数ωr,r=
1,2,…,n.

步骤3 对ωr 和aj 进行重新安排,安排原则

为对最大的aj 分配给最小的ωr,将第二大的aj 分

配给第二小的ωr,依次类推.
显然该算法的复杂性为O(nlogn).
下面给出一个算例来说明算法的可行性.
例1 7个工件J = {J1,J2,J3,J4,J5,J6,

J7},a1 =10,a2=8,a3=7,a4=15,a5=14,a6
=3,a7 =9,α=10,β=15,γ=5,b=0.05.

解

步骤1k= n(β-γ)/(α+β) = 7×(15
-5)/(10+15) =3

步骤2 θ1 =50,θ2 =65,θ3 =80,θ4 =60,

θ5 =40,θ6 =20,θ7 =0.
ω1=64.2883,ω2=75.5126,ω3=86.2025,

ω4 =63.05,ω5 =41,ω6 =20,ω7 =0.
步骤3 最优排序为[J2,J3,J6,J7,J1,J5,

J4],q* =15.4,f(q*,π*)=2558.952.

4 结 语

本文研究了工件加工时间具有恶化效应的单

机排序问题,其中工件的恶化率都相同,工件的工

期具有共同的松弛时间.目标是确定工件的一个

排序和工件工期的共同松弛时间,使工件的提前

时间、延迟时间和工期的共同松弛时间的线性加

权和达到最小,证明了该问题仍然多项式时间可

解.探讨其他的非正则目标函数,研究多机问题或

研究更一般的恶化函数等是要进一步研究的课

题.
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Researchoncommonslacktimeschedulingproblemwithdeterioratingjobs

WANG Ji-bo*1, WANG Jian-jun2, HE Ping2

(1.SchoolofScience,ShenyangAerospaceUniversity,Shenyang110136,China;

2.InstituteofSystemsEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Thesingle-machineslack due datescheduling problem with deterioratingjobsis
researched,wherethedeteriorationeffectmeansthattheactualprocessingtimeofjobsisdefinedas
increasingfunctionoftheirstartingtimeandthedeterioratingratesofalljobsareidentical,anddue
dateofthejobisequaltoitsactualprocessingtimeplusthecommonslacktime.Theobjectiveisto
determinetheoptimalschedulingandthecommonslacktimesimultaneouslytominimizethesumof
earliness,tardinessandcommonslacktime.Itisprovedthattheproblemcanbetransformedintothe
productoftwovectorsbytheoperationsresearchmethod,thuscanbesolvedinpolynomialtime,and
theoptimalalgorithmtosolvetheproblemisgiven.
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