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摘要椇研究了圈长和阶数固定的单圈图按其斕斸旔旍斸斻斿谱半径排序的问题棶通过对单圈图的结
构分析棳得到了一些移接变换对单圈图的最大斕斸旔旍斸斻斿特征值的影响椈然后利用这些结论棳得
出了顶点数为 棳圈长为 的单圈图 棬棳棭棬曒 棲棾棳曒椀棭按其最大斕斸旔旍斸斻斿特征值从大到小
的顺序依次排在前三位的单圈图棶
关键词椇单圈图椈最大斕斸旔旍斸斻斿特征值椈排序
中图分类号椇斚棻椀椃棶椀 文献标志码椇斄
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棸 引  言
设 是 阶连通简单图棳其顶点集为 棬棭椊

楙棻棳暛棳 楜棳边集为 棬棭椊 楙棻棳暛棳 楜棳 的顶

点个数为 的阶数棶记 为顶点 的度棳其最大
度记为 棬棭棳简记为 棶棬棭是 的棬棸棳棻棭邻接
矩阵棳棬棭椊斾旈斸旂楙 棻棳暛棳 楜是 的度对角矩

阵棳则 棬棭椊 棬棭棴 棬棭为 的斕斸旔旍斸斻斿矩阵棶
棬棭的特征多项式斾斿旚棬 棴 棬棭棭称为 的

斕斸旔旍斸斻斿特征多项式棳记为 棬棭棳棬棭的根称为
的斕斸旔旍斸斻斿特征值棶最大斕斸旔旍斸斻斿特征值记为

棻棬棭棳也称 棻棬棭为 的斕斸旔旍斸斻斿谱半径棶
对于图的斕斸旔旍斸斻斿矩阵的特征值的研究棳人

们已经做了大量的研究工作棳得到了许多研究结
果椲棻灢椀椵棳图的斕斸旔旍斸斻斿矩阵的特征值不但有着重要的
图论意义棳而且在物理暍化学暍生物和计算机网络中
有着广泛的应用棳因而越来越受到人们的关注椲棿灢椃椵棶

单圈图是边数等于顶点数的简单连通图棳它
可以看成是树在不相邻的两个顶点间连一条边得

到的棶单圈图的邻接谱的研究已有许多文献椲椄椵棳但
是单圈图的斕斸旔旍斸斻斿谱的研究尚不多见棶文献椲椆椵
给出了 阶单圈图的斕斸旔旍斸斻斿谱半径的第棻到第
棿最大值及最小值棳并得到了达到上下界的极图棶

文献椲棻棸椵给出了阶数和圈长都固定时一些比较特
殊的单圈图的排序问题棶而一般的阶数和圈长固
定时的单圈图的排序问题仍未考虑棳本文对此进
行研究棶
棻 引  理

记 棬棳棭是圈长为 棳阶数为 的单圈图的

集合棳其中棾曑 曑 棶 是有 个顶点的圈棶 棴 是

在圈 的某个顶点上接出 棴 条悬挂边后得到

的单圈图棶
给定方阵 棳其特征多项式记为 棬棭棳最大

特征值记为 棻棬棭棶若 暿 棬棭棳则 棬棭表示在
棬棭中删去 对应的行和列得到的主子矩阵棳有
下面的引理棶其他未定义的概念和符号可参考文
献椲棽椵棶

引理棻椲棻棻椵 给定简单连通图 棻暍棽棳其上某
个顶点分别记为 暍棳连接 暍棳则得到图 棳记为
椊 棻 椇 棽棳则 棬棭椊 棬棻棭棬棽棭棴
棬棻棭棬 棬棽棭棭棴 棬棽棭棬 棬棻棭棭棶特别地棳若
棻棬棽棭椊 棬棭棳则 定 义 棬 棬棻棭棭椊 棻棬或
棬 棬棽棭棭椊棻棭棶
引理棽椲棽椵 若 是埃尔米特矩阵棳则其特征

值皆为实数棳记为 棻棳暛棳 棳且 棻曒暛曒 椈 是



其主子矩阵棳其特征值为 棻棳暛棳 棳且 棻曒暛曒
棳则 棴 棲 曑 曑 棬椊棻棳暛棳 棭棶
引理棾椲棽椵 设 阶图 中删去一条边得到的

图记为 棳则 棬棭曒 棬 棭曒 棲棻棬棭棬椊棻棳
暛棳棴棻棭棶

引理棿椲棻椵 若 是简单连通图棳则 棻棬棭曑
旐斸旞楙 棲 椇 暿 棬棭楜棳等式成立当且仅当
是正则二分图或是半正则二分图棶
引理椀椲椃椵 若 是简单连通图棳则 棻棬棭曑

旐斸旞楙 棲 椇 暿 棬棭楜棳等式成立当且仅当
是正则二分图或是半正则二分图棳其中 是顶

点 的平均度棶
引理椂椲棻棽椵 若 是简单连通图棳则 棻棬棭曒

棲棻棳等式成立当且仅当 椊 棴棻棶
引理椃椲椆椵 对任意的 阶单圈图 棳棻棬 棭曒

棻棬 棭棳且当 曎棿时棳等式成立当且仅当 煹
棳当 椊棿时棳等式成立当且仅当 煹 棳或

煹 棻棾棶
引理椄椲棻棾椵 记 是 阶矩阵棳它是从路 棲棽

对应的 棬 棲棽棭中删掉两个一度点所对应的行和
列得到的矩阵棳则 棬 棴棻棭椊 棬 棭棳棬 棲棻棭椊
棬 棴棽棭棬 棭棴 棬 棴棻棭棬 曒棻棭棶

引理椆 给定 阶矩阵 棬 曒棻棭棳则当 椌
棿时棳棬 棭椌 棬 棴棻棭棲棻棶

证明 利用数学归纳法椇
当 椊棻时棳棬 棻棭椊 棴棽棳棬 棸棭椊棻棳故当

椌棿时棳棬 棻棭椌 棬 棸棭棲棻棶
假设当 曑 时棳棬 棭椌 棬 棴棻棭棲棻棶
当 椊 棲棻时棳由引理椄及假设知棳

棬 棲棻棭棴 棬 棭棴棻椊棬 棴棾棭棬 棭棴
棬 棴棻棭棴棻椌
棬棴棿棭棬 棴棻棭棲棬棴棿棭

由引理棿暍椄可知棳棻棬 棴棻棭曑棿棳故上式大于零棳结
论成立棶

引理棻棸 设 为 阶单圈图棳则 棬 棭椊
棬 棭棴 棬 棴棽棭棲棽棬棴棻棭棲棻棬 曒棾棭棶
证明 利用行列式的性质容易验证棶
引理棻棻 在 棬棳棭中棳记 棻棬棳棭是在

的某个顶点 上接出 条悬挂边棳同时将 与星图

棲棻的中心 邻接后得到的单圈图棳其中 曒 曒
棻棳则 棻棬棻棬棳棭棭椉 棻棬棻棬棲棻棳棴棻棭棭棶

引理棻棻中从 棻棬棳棭到 棻棬棲棻棳棴棻棭的变
换称为 移接变换棳简称 变换棶

证明 由引理椀知棳棻棬棻棬棳棭棭椉 棲椀椈由
引理椂知棳棻棬棻棬棲棻棳棴棻棭棭椌 棲椀棳从而
棻棬棻棬棳棭棭椉 棻棬棻棬棲棻棳棴棻棭棭棶
引理棻棽 当 椉 棳棳 曒棻时棳有 棻棬棻棬棳

棭棭椉 棻棬棻棬棳棭棭棶
证明 由引理椀知棳棻棬棻棬棳棭棭椉 棲棿椈由

引理椂知棳棻棬棻棬棳棭棭椌 棲棿棳从而 棻棬棻棬棳棭棭
椉 棻棬棻棬棳棭棭棶

引理棻棾 在 棬棳棭中棳记 棽棬棳棭是在
的相邻顶点 暍 上分别接出 条和 条悬挂边后

得到的单圈图棳其中 棳 曒棻棳 椌 棴棻棳则
棻棬棽棬棳棭棭椉 棻棬棽棬棲棻棳棴棻棭棭棶
引理棻棾中从 棽棬棳棭到 棽棬棲棻棳棴棻棭的变

换称为 移接变换棳简称 变换棶
证明 由引理椀知棳棻棬棽棬棳棭棭椉 棲棿椈由

引理椂知棳棻棬棽棬棲棻棳棴棻棭棭曒 棲棿棳从而
棻棬棽棬棳棭棭椉 棻棬棽棬棲棻棳棴棻棭棭棶
引理棻棿 在 棬棳棭中棳记 棾棬棳棳棭是在

的相邻顶点 暍上分别接出 条和 条悬挂边棳顶
点 上接出一条悬挂边后得到的单圈图棳 按逆

时针方向来看棳设 暍 之间的顶点数棬不含 暍 暍
棭为 棳 暍 之间的顶点数棬不含 暍 暍棭为 棳其
中 棳曒棻棳 曒棸棳则有下述结论成立椇

棬棻棭当 椊 时棳若 椊 棴棻棳则 棻棬棾棬棳棳
棭棭椊 棻棬棾棬棲棻棳棴棻棳棭棭椈若 椌 棴棻棳则
棻棬棾棬棳棳棭棭椉 棻棬棾棬棲棻棳棴棻棳棭棭棶
棬棽棭当 椌 时棳若 曒 棴棻棳则 棻棬棾棬棳棳

棭棭椉 棻棬棾棬棲棻棳棴棻棳棭棭棶
证明 由引理棻知棳
棬棾棬棳棳棭棭棴 棬棾棬棲棻棳棴棻棳棭棭椊
椲棬 棬棾棬棳棴棻棳棭棭棭棴
棬 棬棾棬棳棴棻棳棭棭棭椵 棬棻棭

当 椊 时棳式棬棻棭变为
棬棾棬棳棳棭棭棴 棬棾棬棲棻棳棴棻棳棭棭椊
棽棬 棴棻棭棲棴棽棬棴 棲棻棭棬 棳棬棻棭棭 棬棽棭

当 椌 时棳式棬棻棭变为
棬棾棬棳棳棭棭棴 棬棾棬棲棻棳棴棻棳棭棭椊
棬 棴棻棭棲棴棽椲棬棴 棲棻棭棬 棳棬棻棭棭棲
棬 棴棻棭棬 棴 棴棻棭椵 棬棾棭
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式棬棽棭暍棬棾棭中的 棻为 棾棬棳棳棭的顶点 暍
上分别去掉 条和 条悬挂边后得到的单圈图棳
棳棬棻棭为 棬棭中删去 暍 对应的行和列得到
的主子矩阵棳且
棬 棳棬棻棭棭椊 棬 棴棻棭棬 棴棽棭棴 棬 棭棬 棭

棬棿棭
棬 棬棻棭棭椊 棬 棴棻棭棬 棴棻棭棴 棬 棭棬 棲棻棭

棬椀棭
则

 棬 棳棬棻棭棭棬 棲棻棭棴 棬 棬棻棭棭棬 棭椊
棬 棴棻棭棬 棴棴棾棭 棬椂棭

由引理棾暍椄知棳棻棬 棭棳棻棬 棭棳棻棬 棲棻棭棳棻棬 棴棽棭棳
棻棬 棴棴棾棭椉 棻棬 棴棻棭棳式棬椀棭两边同取 椊
棻棬 棴棻棭棳则

棻棬 棴棻棭椉 棻棬 棬棻棭棭 棬椃棭
式棬椂棭两边同取 椊 棻棬 棬棻棭棭棳则

棻棬 棳棬棻棭棭椉 棻棬 棬棻棭棭 棬椄棭
当 椊 时棳若 椊 棴棻棳由式棬棿棭可知棳

棻棬棾棬棳棳棭棭椊 棻棬棾棬棲棻棳棴棻棳棭棭椈若 椌
棴棻棳由式棬椄棭及引理棽知棳当 曒 棻棬棾棬棳棳棭棭棳
棻棬棾棬棲棻棳棴棻棳棭棭时棳式棬棽棭大于零棳从而
棻棬棾棬棳棳棭棭椉 棻棬棾棬棲棻棳棴棻棳棭棭棶
当 椌 时棳若 曒 棴棻棳由式棬椃棭暍棬椄棭及引理

棽知棳 曒 棻棬棾棬棳棳棭棭棳棻棬棾棬棲棻棳棴棻棳棭棭
时棳式棬棾棭大于零棳从而 棻棬棾棬棳棳棭棭椉 棻棬棾棬
棲棻棳棴棻棳棭棭棶

引理棻椀 在 棾棬棳棳棴棻棭中棳设 暍 之间

的顶点数为 棴棻棳 暍 之间的顶点数为 棲棻棳其
中 棳曒棻棳椉 棴棻棳椌 曒棻棳则 棻棬棾棬棳棳棭棭
椉 棻棬棾棬棳棳棴棻棭棭棶

证明 由引理棻知
棬棾棬棳棳棭棭棴 棬棾棬棳棳棴棻棭棭椊
椲棬 棬 棭棭棴 棬 棬 棭棭椵椊
棽棬 棴棻棭棲棴棽楙棬 棴棻棭棬棴 棭棬 棴 棴棻棭棲
椲棽棴棬棾棲 棭 棲棽椵棬 棴 棭楜 棬椆棭

其中 为 棾棬棳棳棭去掉顶点 上的悬挂边后得

到的单圈图棶
由 引 理 棽暍椃 知棳棻棬 棴 棴棻棭棳棻棬 棴 棭 曑

棻棬 棭椉 棻棬棾棬棳棳棭棭棳棻棬棾棬棳棳棴棻棭棭棳又
由引理椂知棳棲棾曑 棻棬棾棬棳棳棭棭棳式棬椆棭两边同
取 椊 棻棬棾棬棳棳棭棭棳可得 棻棬棾棬棳棳棭棭椉

棻棬棾棬棳棳棴棻棭棭棶
引理棻椂 在 棬棳棭中棳记 棾棬棳棳棸棭为

棾棬棳棭棳其中 棳曒棻棳椉 棴棻棳则 棻棬棾棬棳棭棭
椌 棻棬棾棬棲棻棳棴棻棭棭棶

证明 反复利用引理棻椀棳可知 椊棸时棳
棻棬棾棬棳棭棭最大棳此时式棬棾棭变为

棬棾棬棳棭棭棴 棬棾棬棲棻棳棴棻棭棭椊
棬 棴棻棭棲棴棽椲棬棴 棲棻棭棬 棳棬棻棭棭棲
棬 棴棻棭棬 棴棿棭椵 棬棻棸棭

当 曒 棻棬棾棬棳棭棭时棳
棬 棴棻棭棲棴棽椲棬棴 棲棻棭棬 棳棬棻棭棭棲
棬 棴棻棭棬 棴棿棭椵曑
棬 棴棻棭棲棴棽椲棴 棬 棳棬棻棭棭棲
棬 棴棻棭棬 棴棿棭椵椊
棬 棴棻棭棲棴棽椲 棬 棴棾棭棴棬 棴棻棭棬 棴棽棭棲
棬 棴棻棭棬 棴棿棭椵椊
棬 棴棻棭棲棴棽椲棬棴 棽棲棿 棴棽棭棬 棴棾棭棲
棽棬 棴棻棭棬 棴棿棭椵椉
棬 棴棻棭棲棴棽棬棴 棽棲椂 棴棿棭棬 棴棿棭椉棸

若 棻棬棾棬棳棭棭曑 棻棬棾棬棲棻棳棴棻棭棭棳式棬棻棸棭两
边同取 椊 棻棬棾棬棲棻棳棴棻棭棭棳则左边大于等于
零棳右边小于零棳矛盾棳故 棻棬棾棬棳棭棭椌 棻棬棾棬
棲棻棳棴棻棭棭棶
棽 主要结论

定理棻 对任意的 暿 棬棳棭棳 曒 棲棽棳
棻棬 棭曑 棻棬 棴棭棳等式成立当且仅当 煹 棴棶
证明 设旐斸旞楙 棲 棳 暿 棬 棭楜椊

棲 棳下面分情况讨论椇
情形棻 若 的其余 棴 个顶点棬要邻接的

话棭只与 上的一个顶点邻接棶
棬棻棭若 暍均不在圈上棳则由引理棿知棳棻棬 棭

曑 棴 棲棻椈
棬棽棭若 暍 仅有一个在圈上棳则由引理棿知棳

棻棬 棭曑 棴 棲棾棶此时棳实现 棲 椊 棴 棲
棾的单圈图为 棻棬棳棭棳反复利用 变换及引理棻棽棳
可知 棻棬 棴棭最大椈

棬棾棭若 暍都在圈上棳则由引理棿知棳棻棬 棭曑
棴 棲棿棶此时棳实现 棲 椊 棴 棲棿的单圈图
为 棴棶

情形棽 若 的其余 棴 个顶点棬要邻接的
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话棭只与 上的两个顶点邻接棶
棬棻棭若 暍均不在圈上棳则由引理棿知棳棻棬 棭

曑 棴 椈
棬棽棭若 暍 仅有一个在圈上棳则由引理棿知棳

棻棬 棭曑 棴 棲棽椈
棬棾棭若 暍都在圈上棳则由引理棿知棳棻棬 棭曑

棴 棲棿棶此时棳实现 棲 椊 棴 棲棿的单圈图
为 棽棬棳棭棳反复利用 变换棳可知 棻棬 棴棭最大棶

情形棾 若 的其余 棴 个顶点棬要邻接的
话棭至少与 上的棾个顶点邻接棶由引理棿知棳
棻棬 棭椉 棴 棲棾棶
综上棳由引理椂知棳棻棬 棴棭曒 棴 棲棾棳故

棻棬 棭曑 棻棬 棴棭棳等式成立当且仅当 煹 棴 棶
引理棻椃椲棻棾椵 若 曒 棲棾棳曒椀棳则 棻棬棽棬棴

棴棻棳棻棭棭椌 棻棬棻棬棴 棴棽棳棻棭棭椌 棻棬棾棬棸棳棴
棴棻棭棭棶
引理棻椄 若 椊 棲棽棳或者 曒 棲棾棳椊棾棳

棿棳则 棻棬棽棬棴 棴棻棳棻棭棭椌 棻棬棻棬棴 棴棽棳棻棭棭棶
证明 当 椊 棲棽时棳由引理棻暍棻棸知棳

 棬棽棬棻棳棻棭棭棴 棬棻棬棸棳棻棭棭椊
椲棬 棭棴 棬 棴棻棭棲 棬 棴棽棭椵椊
椲棴棬 棴棽棭棬 棴棽棭棲棽 棬 棴棾棭棲棽棬棴棻棭棲棻椵

棬棻棻棭
由引理椆知棳当 椌 棻棬棽棬棻棳棻棭棭棳棻棬棻棬棸棳棻棭棭
时棳式棬棻棻棭小于零棳从而 棻棬棽棬棴 棴棻棳棻棭棭椌
棻棬棻棬棴 棴棽棳棻棭棭棶
当 曒 棲棾棳椊棾时棳由引理棻知棳
棬棽棬棴棿棳棻棭棭棴 棬棻棬棴椀棳棻棭棭椊
棴 棽棬 棴棻棭棴椂棬棽棴 棲 棴棻棭 棬棻棽棭

设 棬棭椊 棽棴 棲 棴棻棳利用导数容易验证棳当
椌 棻棬棽棬棴棿棳棻棭棭棳棻棬棻棬棴椀棳棻棭棭时棳棬棭
椌棸棳故式棬棻棽棭小于零棳从而 棻棬棽棬棴 棴棻棳棻棭棭
椌 棻棬棻棬棴 棴棽棳棻棭棭棶

当 曒 棲棾棳椊棿时棳由引理棻可知棳
 棬棽棬棴椀棳棻棭棭棴 棬棻棬棴椂棳棻棭棭椊
棴 棽棬 棴棻棭棴椂棬棾棴棬棲棻棭棽棲
棾棬棴棻棭 棴棬棲棾棭棭 棬棻棾棭

设 棬棭椊 棾棴棬棲棻棭棽棲棾棬棴棻棭棴棬棲棾棭棳
利用导数容易验证棳当 椌 棻棬棽棬 棴棿棳棻棭棭棳
棻棬棻棬棴椀棳棻棭棭时棳棬棭椌棸棳故式棬棻棾棭小于零棳
从而 棻棬棽棬棴 棴棻棳棻棭棭椌 棻棬棻棬棴 棴棽棳棻棭棭棶

引理棻椆 若 曒 棲棽棳椌棾棳则 棻棬棽棬棴
棴棻棳棻棭棭椌 棻棬棾棬棸棳棴 棴棻棭棭棶

证明 由引理棻知棳
棬棽棬棴 棴棻棳棻棭棭棴 棬棾棬棸棳棴 棴棻棭棭椊
棴 棬 棴棻棭棴棴棽棬棴 棴棻棭棬 棴棿棭 棬棻棿棭

由引理棽棳当 曒 棻棬棽棬棴 棴棻棳棻棭棭棳棻棬棾棬棸棳
棴 棴棻棭棭时棳式棬棻棿棭小于零棶从而结论成立棶

定理棽 对任意的 暿 棬棳棭棳曒 棲棽棳若
曎 棴 棳则 棻棬 棭曑 棻棬棽棬棴 棴棻棳棻棭棭棳等式

成立当且仅当 煹 棽棬棴 棴棻棳棻棭棶
证明 设旐斸旞楙 棲 棳 暿 棬 棭楜椊

棲 棳下面分情况讨论椇
情形棻 若 的其余 棴 个顶点棬要邻接的

话棭只与 上的一个顶点邻接棶
棬棻棭若 暍均不在圈上棳则由引理棿知棳棻棬 棭

曑 棴 棲棻棶
棬棽棭若 暍 仅有一个在圈上棳则由引理棿知棳

棻棬 棭曑 棴 棲棾棶此时棳实现 棲 椊 棴 棲
棾的单圈图为 棻棬棳棭棳反复利用 变换及引理棻棽棳
可知 棻棬棻棬棴 棴棽棳棻棭棭最大棶

棬棾棭若 暍都在圈上棳则由引理棿知棳棻棬 棭曑
棴 棲棾棶此时棳实现 棲 椊 棴 棲棾的单圈图
为 棻棬棴 棴棽棳棻棭棶

情形棽 若 的其余 棴 个顶点棬要邻接的
话棭只与 上的两个顶点邻接棶

棬棻棭若 暍均不在圈上棳则由引理棿知棳棻棬 棭
曑 棴 棶

棬棽棭若 暍 仅有一个在圈上棳则由引理棿知棳
棻棬 棭曑 棴 棲棽棶
棬棾棭若 暍都在圈上棳则由引理棿知棳棻棬 棭曑

棴 棲棿棶此时棳实现 棲 椊 棴 棲棿的单圈图
为 棽棬棳棭棳反复利用 变换棳可知 棻棬棽棬棴 棴
棻棳棻棭棭最大棶

情形棾 若 的其余 棴 个顶点棬要邻接的
话棭与 上的棾个顶点邻接棶

棬棻棭若 暍均不在圈上棳则由引理棿知棳棻棬 棭
曑 棴 棴棻棶

棬棽棭若 暍 仅有一个在圈上棳则由引理棿知棳
棻棬 棭曑 棴 棲棻棶
棬棾棭若 暍都在圈上棳则由引理棿知棳棻棬 棭曑

棴 棲棾棶此时棳实现 棲 椊 棴 棲棾的单圈图
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为 棾棬棳棳棭棶
栙 若 曒 棳曒 棴棻棳由引理棻棿知棳棻棬棾棬

棴 棴棻棳棸棳棭棭最大棶而且棳当 椊棸时棳棾棬棴 棴
棻棳棸棭椊 棽棬棴 棴棻棳棻棭椈当 椌棸时棳棾棬棴 棴
棻棳棸棳棭椊 棾棬棸棳棴 棴棻棳棴棻棭棳由引理棻椀可知棳
棻棬棾棬棸棳棴 棴棻棭棭最大棶
栚 若 曒 棳椉 棴棻棳由引理棻椀暍棻椂知棳

棻棬棾棬棴 棴棻棳棸棳棭棭最大棶
情形棿 若 的其余 棴 个顶点棬要邻接的

话棭至少与 上的棿个顶点邻接棶
由引理棾知棳棻棬 棭曑 棴 棲棽棶
综上棳由引理椂知棳棻棬棽棬棴 棴棻棳棻棭棭椌 棴

棲棽椈由引理棻椃暙棻椆知棳棻棬棽棬棴 棴棻棳棻棭棭最
大棳故结论成立棶

引理棽棸 若 曒 棲棿棳那么 棻棬棻棬棴 棴棽棳
棻棭棭椌 棻棬棽棬棴 棴棽棳棽棭棭棶

证明 由引理棻知棳
 棬棻棬棴 棴棽棳棻棭棭棴 棬棽棬棴 棴棻棳棻棭棭椊
椲棬 棬 棴棻棴棭棭棴 棬 棬 棴棻棴棭棭椵椊
棬棴棻棭棴棴棾椲棴棬棴棻棭棬 棭棲 棬棲 棴 棴
棾棭棬 棴棻棭棴棬棴 棴棻棭棬 棴棻棭棬 棴棽棭椵

棬棻椀棭
由引理棻棾知棳
 棬棽棬棴 棴棻棳棻棭棭棴 棬棽棬棴 棴棽棳棽棭棭椊
棴 棽棬 棴棻棭棴棴棽棬棴 棴棾棭棬 棴棽棭 棬棻椂棭

式棬棻椀棭棲式棬棻椂棭可得
 棬棻棬棴 棴棽棳棻棭棭棴 棬棽棬棴 棴棽棳棽棭棭椊
棬棴棻棭棴棴棾椲棴棬棴棻棭棬 棭棲 棬棲 棴 棴
棾棭棬 棴棻棭棴棽棬棴 棴棽棭棬 棴棻棭棬 棴棽棭椵

棬棻椃棭
由引理椄暍棻棸知棳

当 为奇数时棳式棬棻椃棭变为
 棬棻棬棴 棴棽棳棻棭棭棴 棬棽棬棴 棴棽棳棽棭棭椊
棬 棴棻棭棴棴棾楙椲棴棬棴 棴棿棭棽棴棿 棲棽椵暳
棬 棴棽棭棴椲棬棴 棭棴棽椵棬 棴棾棭棴棽棬棴棻棭楜

棬棻椄棭
由引理棽知棳当 曒 棻棬棽棬 棴 棴棽棳棽棭棭棳

棻棬棻棬棴 棴棽棳棻棭棭时棳式棬棻椄棭小于零棳从而
棻棬棻棬棴 棴棽棳棻棭棭椌 棻棬棽棬棴 棴棽棳棽棭棭棶
当 为偶数时棳式棬棻椄棭变为

 棬棻棬棴 棴棽棳棻棭棭棴 棬棽棬棴 棴棽棳棽棭棭椊

棬 棴棻棭棴棴棾楙椲棴棬棴 棴棿棭棽棴棿 棲棽椵暳
棬 棴棽棭棴椲棬棴 棭棴棽椵棬 棴棾棭棲棽棬棴棻棭楜

棬棻椆棭
由引理棽知棳当 曒 棻棬棽棬棴 棴棽棳棽棭棭棳棻棬棻棬
棴 棴棽棳棻棭棭时棳
棬 棴棻棭棴棴棾楙椲棴棬棴 棴棿棭棽棴棿 棲棽椵暳
棬 棴棽棭棴椲棬棴 棭棴棽椵棬 棴棾棭棲棽棬棴棻棭楜椉
棬 棴棻棭棴棴棾楙椲棴棬棴 棴棿棭棽棴棿 棲棽椵暳
棬 棴棽棭棴棬棴 棴棽棭楜椉棸
从而 棻棬棻棬棴 棴棽棳棻棭棭椌 棻棬棽棬棴 棴棽棳棽棭棭棶

定理棾 对任意的 暿 棬棳棭棳 曒 棲棾棳
曒椀棳若 曎 棴棳棽棬棴 棴棻棳棻棭棳则 棻棬 棭曑
棻棬棻棬棴 棴棽棳棻棭棭棳等式成立当且仅当 煹
棻棬棴 棴棽棳棻棭棶
证明 设旐斸旞楙 棲 棳 暿 棬 棭楜椊

棲 棳下面分情况讨论椇
情形棻 与定理棽的情形棻相同棶
情形棽 若 的其余 棴 个顶点棬要邻接的

话棭只与 上的两个顶点邻接棶
棬棻棭若 暍均不在圈上棳则由引理棿知棳棻棬 棭

曑 棴 棶
棬棽棭若 暍 仅有一个在圈上棳则由引理棿知棳

棻棬 棭曑 棴 棲棽棶
棬棾棭若 暍都在圈上棳则由引理棿知棳棻棬 棭曑

棴 棲棿棶此时棳实现 棲 椊 棴 棲棿的单圈图
为 棽棬棳棭棳反复利用 变换棳可知 棻棬棽棬棴 棴
棽棳棽棭棭棬 曒 棲棿棭最大棶如果 椊 棲棾棳此时 棽棬棳
棭不存在棶
情形棾 与定理棽的情形棾相同棶
情形棿 与定理棽的情形棿相同棶
综上棳由引理椂知棳棻棬棽棬棴 棴棻棳棻棭棭椌 棴

棲棽棳由引理棻椃暍棽棸知棳棻棬棻棬棴 棴棽棳棻棭棭最大棳
故结论成立棶

由定理棻暙棾容易得到下面的结论椇
定理棿 对任意的 暿 棬棳棭棳当 曒 棲棾棳

曒椀时棳按最大斕斸旔旍斸斻斿特征值从大到小的顺序
依次排在前棾位的单圈图为 棴 暍棽棬棴 棴棻棳棻棭暍
棻棬棴 棴棽棳棻棭棶
棾 结  语

本文引入了单圈图的一些移接变换棳利用这
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些变换对单圈图的最大斕斸旔旍斸斻斿特征值的影响棳
确定了顶点数为 棳圈长为 的单圈图 棬棳棭棬
曒 棲棾棳曒椀棭按其最大斕斸旔旍斸斻斿特征值从大到小
的顺序依次排在前三位的单圈图棶
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