
第椀棾卷第棽期
棽棸棻棾年棾月

大 连 理 工 大 学 学 报

斒旓旛旘旑斸旍旓旀斈斸旍旈斸旑斦旑旈旜斿旘旙旈旚旟旓旀斣斿斻旇旑旓旍旓旂旟
斨旓旍棶椀棾棳 斘旓棶棽
斖斸旘棶棽棸棻棾

巼崌崌崌崌崌巼崌
巼崌崌崌崌崌巼崌应用数学 文章编号椇棻棸棸棸灢椄椂棸椄棬棽棸棻棾棭棸棽灢棸棾棸椂灢棸棿

广 义 禁 止 模 式
邓 玉 平灣棳 孔  炤

棬大连理工大学 数学科学学院棳辽宁 大连 棻棻椂棸棽棿棭
摘要椇从对经典禁止模式的探讨出发棳定义了广义禁止模式这个新概念棳证明了广义有禁排
列在代数运算 下的不变性棶进一步讨论了广义禁止模式中的一类特殊模式暘暘暘棽棾棻模式棳
并对棽棾棻广义有禁排列进行了分类和组合计算棶最后棳提出了一个猜想棶关于广义禁止模式的
讨论可为有禁排列问题的研究发展提供更加广阔的空间棶
关键词椇有禁排列椈禁止模式椈组合计数
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棸 引  言
有禁排列是组合数学研究比较广泛的领域之

一棶对有禁排列的研究来源于棻椆椂椆年斔旑旛旚旇椲棻椵对
栈问题的研究棶斔旑旛旚旇指出一个 长的顺序序列

按照先进后出的原则通过一个栈之后得到的序列

是避免棾棻棽模式的棶之后的几十年里棳关于有禁排
列的研究成为计数组合学中的一个热点问题棶起
初人们对不同长度的单一禁止模式进行研究棶文
献椲棽椵讨论了全部棾长的禁止模式与斆斸旚斸旍斸旑数
之间的对应关系棶文献椲棾椵就多个禁止模式同时存
在的情况进行了讨论棶文献椲棿灢椂椵对传统的禁止模
式进行了拓展棳要求排列的子序列各个元素在位
置上受到一些限制棳并就此讨论形成了一种新的
禁止模式的形式棶文献椲椃灢椄椵中又出现了限制更多
的棽棾棻禁止模式的变形式棶

本文将在文献椲棿棳椃椵的基础上棳将禁止模式定
义进一步地拓展棳归纳出广泛意义上的禁止模式棳并
在此基础上针对棽棾棻这一特殊大类的禁止模式所对
应的棻椂种广义禁止模式的组合情况分别进行归纳棳
并且对其中的一些情况进行更深入的研究与讨论棶
棻 基本定义与概念

记 为椲椵椊 楙棻棳棽棳棾棳暛棳楜上所有排列的
集合椈 中的元素记为 椊 棻 棽 棾暛 棶

定义 棻 对 于 椲椵上 的 长 序 列 椊
棻 棽 棾暛 棳如果把排列 中最小数更换为棻棳次小
数更换为棽棳再次小数更换为棾棳暛棳最大数更换为
棳则这样得到的排列 称为 的模式棳也称 符合

模式 棶
例棻 序列 椊棽椃椀的模式为 椊棻棾棽棶
定义棽 对于排列 暿 和 暿 棳如果

中的任何 长子序列 棻 棽暛 棬棻椉 棽 椉 暛 椉
棭都不符合模式 棳则称 避免模式 棳否则称 包

含模式 棶记 棬棭为 中所有避免模式 的排列的

集合棳记 棬棭为集合 棬棭中元素的个数棶
例棽 排列椀棿棾棽棻避免模式棽棾棻棳因为排列中

不含子序列符合模式棽棾棻椈而排列棾椀棿棻棽就不是避
免模式棽棾棻的棳因为其子序列棾椀棻符合模式棽棾棻棶

由定义棻得到的模式 通常被称为经典模式棳定
义棽中的集合 棬棭亦被称为经典有禁排列集合棶经
典有禁排列的研究经过长期的发展后棳在棽棸棸椆年棳
于文献椲椄椵中首次出现了棽棾棻模式的下述变形式棶

称一个排列 暿 包含模式 桽桽桽棳是指 中

包含子序列 棲棻 满足 椊 棲棻椉 棲棻棬其中
椌 棲棻棭棶例如棳排列棾棽棿棻是避免模式 桽桽桽的椈而
排列棾棿棻棽不是避免模式 桽桽桽的棳因为其子序列
棾棿棽符合 棻椊 棿棲棻椉 棽棶



通过对模式 桽桽桽与经典模式棽棾棻的比较棳可以
看出经典模式棽棾棻仅要求子序列 满足 椉
椉 棳而模式 桽桽桽在经典模式棽棾棻的基础上进一步
要求 椊 棲棻和 椊 棲棻棶由此棳可以归纳出广义
模式的定义棶

在给出广义禁止模式之前棳先引入排列的棋
盘表示法椇对于一个椲椵上的排列 棳把其每一个
元素 作为一枚棋子放入 暳 棋盘的第 列第

棲棻棴 行的方格中棶这样将得到 个棋子在 暳
棋盘上的一种布局棳称这样的一种布局为排列
的棋盘表示棶很显然在这样的布局中棳棋盘的每行
每列将有且只有一个棋子棶

在 暳 的棋盘中棳每一个格子都会有一个列
坐标 和一个行坐标 棳记该格子坐标为棬棳棭棶

例棾 排列棾棻棽棿所对应的棋盘表示如图棻
所示棶
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图棻 排列棾棻棽棿的棋盘表示
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定义棾 一个 长的广义模式 棬 棻棳 棽棭棳是
指在一个 长的经典模式 暿 的棋盘表示上加

入了 棻条粗竖线棬称为位置强制线棭和 棽条横粗
线棬称为大小强制线棭后得到的模式棬棸曑 棻棳 棽
椉 棭棶称排列 暿 包含禁止广义模式 棬 棻棳
棽棭棳如果 上存在 长子序列 椊 棻 棽暛 棬棻
椉 棽椉 暛 椉 棭符合经典模式 棳并且棳若 棬 棻棳
棽棭中第 列与第 棲棻列间有位置强制线棳则
与

棲棻满足 棲棻椊 棲棻椈若 棬 棻棳 棽棭中第 行与

第 棲棻行间有大小强制线棳则 棻棬中第 大的元

素棭与 棽棬中第 棲棻大的元素棭满足 棻 椊 棽
棲棻棶排列 暿 禁止模式 棬 棻棳 棽棭棳如果 中不

存在任何 长的子序列符合模式 棬 棻棳 棽棭棶
例棿 模式 桽桽桽棳就是在模式 椊棽棾棻的棋盘

表示中的第棻暍棽行间加入大小强制线棳并在第棽暍棾
列间加入位置强制线棶于是 暿 符合模式 桽桽桽
指其子序列 棲棻满足 棲棻椉 椊 棲棻棶如排列
棽棿棾棻符合模式 桽桽桽棳但排列棽棾椀棻棿禁止模式

桽桽桽棶
棽 主要计数结果与证明

通过第棻章的定义棳可以归纳出棻椂种与模式棽棾棻
有关的广义禁止模式棶它们的棋盘表示如图棽所示棶
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图棽 棽棾棻广义禁止模式
斊旈旂棶棽 棽棾棻灢旂斿旑斿旘斸旍旈旡斿斾旔斸旚旚斿旘旑斸旜旓旈斾斸旑斻斿

在讨论相应的广义有禁排列之前棳首先考察
一个算符 棶

定义棿 对于一个棋盘表示的排列 暿 棳
棬棭是将 中每个棋子从位置棬棳棲棻棴 棭换到
棬棲棻棴 棳棭后得到的棋盘排列棶而对于一个
长模式 棬 棻棳 棽棭棳棬棬 棻棳 棽棭棭是将 棬 棻棳 棽棭
中的每个棋子从位置棬棳棲棻棴 棭换到棬棲棻棴
棳棭棳并对应地将第 列与第 棲棻列间的位置强
制线换为在第 行与第 棲棻行间的大小强制线棳
同时将第 行与第 棲棻行间的大小强制线换为第
列与第 棲棻列间的位置强制线后得到的模式棶

例 椀 对 排 列 棾棻椀棿棽棳 有
桽桽桽 桽桽

掛
掝
梹梹梹

掤
掫
梹梹梹椊

桽桽桽桽桽
椈对模式 桽桽桽棳有

桽桽桽棬 棭椊 桽桽桽棶
算符 的操作实际上就是将棋盘按照其主对

角线翻转棻椄棸曘棶事实上棳由 定义不难证明

棬棬棭棭椊 棶因此棳可得以下定理棶
定理棻 运算是一个 曻 的双射棶
定理棽 如果一个排列 暿 棳包含模式

棬 棻棳 棽棭棳则排列 棬棭包含模式 棬棬 棻棳 棽棭棭棶
证明 不妨假设 中子序列 棻 棽暛 棬棻椉
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棽椉 暛 椉 棭符合模式 棬 棻棳 棽棭棶由定义棿知子
序列 棻 棽暛 中的每个元素棬棳棲棻棴 棭在
变换后为棬棲棻棴 棳棭棶模式 棬 棻棳 棽棭中的元
素棬棳棲棻棴 棭在 变换后为棬棲棻棴 棳棭棶可
见棳子序列 棬 棻 棽暛 棭符合经典模式 棬棭棶

更进一步棳如果 棬 棻棳 棽棭的 列与 棲棻列之
间有位置强制线棳则 棬棬 棻棳 棽棭棭中 棴 行与

棲棻棴 行间就有大小强制线棶子序列 棻 棽暛
中的元素棬棳棲棻棴 棭和棬棲棻棳棲棻棴 棲棻棭棬满
足 棲棻椊 棲棻棭经过 变换后为棬棲棻棴 棳棭
和棬棲棻棴 棲棻棳棲棻棭棳其中 棲棻棴 与 棲棻棴 棲棻
恰为大小相邻的数棶同理棳如果 棬 棻棳 棽棭的 行

与 棲棻行棬设数 棲棻在第 列棭间有大小强制
线棳则 棬棬 棻棳 棽棭棭中 列与 棲棻列间有位置
强制线棶子序列 棻 棽暛 中的元素棬棳棲棻棴
棭和棬棳棴 棭经过 变换后为棬棲棻棴 棳棭

和棬棴 棳棭棳其中 棴 与 棲棻棴 恰为相邻

的位置棶从而棳子序列 棬 棻 棽暛 棭符合模式
棬棬 棻棳 棽棭棭棶
推论棻 对一个 长的广义模式 棬 棻棳 棽棭棳

有 棬棬 棻棳 棽棭棭椊 棬棬棬 棻棳 棽棭棭棭棶
推论棽 对于模式棽棾棻棳其广义禁止模式满

足

桽桽桽棬 棭椊 桽桽桽棬 棭棳 桽桽桽棬 棭椊 桽桽桽棬 棭棳
桽桽桽棬 棭椊 桽桽桽棬 棭棳 桽桽桽棬 棭椊 桽桽桽棬 棭棳
桽桽桽棬 棭椊 桽桽桽棬 棭棳 桽桽桽棬 棭椊 桽桽桽棬 棭
定理棾 桽桽桽棬 棭椊 桽桽桽棬 棭椊 棳其中
表示第 项斆斸旚斸旍斸旑数棶
证明 对于 桽桽桽棬 棭椊 棳在文献椲棽椵中

已给予证明棶
显然一个排列 暿 棳若 包含模式 桽桽桽棳其必

然包含模式 桽桽桽棳因此棳
桽桽桽棬 棭曑 桽桽桽棬 棭棶

而一个排列 暿 棳若 包含模式 桽桽桽棳可断
言其必然包含模式 桽桽桽棶不妨设 中符合模式 桽桽桽
的全部子序列组成的集合为 棳即 椊楙 旤
椉 椉 且 椉 椉 楜棶现从 中取出一个特殊

的序列 棳使得 棴 椊旐旈旑楙棴 旤
暿 楜棳则可以证明 棴 椊棻棳即 符合模

式 桽桽桽棶

棬反证法棭如果 棴 曎棻棳则在 与 间必

然还有一个数字 棶
棬棻棭若 椉 棳那么 将符合模式 桽桽桽棳

且 棴 椉 棴 棳与假设 棴 椊旐旈旑楙棴 旤
暿 楜矛盾棶
棬棽棭若 椌 棳那么 将符合模式 桽桽桽棳

且 棴 椉 棴 棳与假设 棴 椊旐旈旑楙棴 旤
暿 楜矛盾棶
所以若 包含模式 桽桽桽棳其必然包含模式桽桽桽棳那么

桽桽桽棬 棭曒 桽桽桽棬 棭棶
综上所述 桽桽桽棬 棭椊 桽桽桽棬 棭棶
证明定理棿前先给出 桽桽桽的一个性质椇
性质棻 对椲椵上的排列 棳如果子序列

棲棻 棲棽和 棲棻 棲棽 都符合禁止模式
桽桽桽棳且

椉 棳那么棳椌 棲棽棶
证明 棬反证法棭若 棲棻 棲棽 符合模式

桽桽桽棳
则 棲棽棲棻椊 椊 棲棻棴棻棶

若 椊 棲棻棳则 棴棻椊 棲棻棴棻椊 棶因为
排列中不存在两个相同的数字棳所以 棴棻曎
棲棽棳那么 棲棻 棲棽不可能符合模式

桽桽桽棶
若 椊 棲棽棳则 棲棻椊 棲棽棲棻椊 棶因为

排列中不存在两个相同的数字棳所以 棲棻曎
棲棻棳那么 棲棻 棲棽也不可能符合模式

桽桽桽棶
故要想 棲棻 棲棽和 棲棻 棲棽都符合禁止模

式 桽桽桽棳必有 椌 棲棽棶
定理棿

桽桽桽棬 棭椊 棥棴 棴棽
棻

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹暏棬棴棽棭棥棲

棴棿
棽

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹暏棬棴棿棭棥棲暛棲

棬棴棻椲棷棾椵棭暏 棴棽椲棷棾椵
椲棷棾椵

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹暏

棬棴棽椲棷棾椵棭棥
证明 令 棬棭表示椲椵上含有 组子序列

符合模式 桽桽桽的排列的个数棶由性质棻知构成这
组子序列的元素必然互不相同棳又由于每个符合
模式 桽桽桽的子序列里的棾个元素是连续的棾个整
数棳可以把这棾个数看为一个整体棳用字母表示棶
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那么棳满足条件的排列可以转换成一个由 棴棾
个数字和 个字母组成的新数列棶这样的一个数
列可以通过在 棴棾 个数字里插入 个字母的方

式获得棶这样的问题就可转化为求 棸棲 棻棲 棽棲
暛棲 椊 棴棾 非负整数解的个数的问题棳易求
出其解为

棴棽掛
掝梹梹

掤
掫梹梹棶任何一个由 棴棾 个数字和

个字母组成的数列显然能构成棬 棴棽 棭棥个不同
排列棶由乘法原理得 棬棭椊 棴棽掛

掝梹梹
掤
掫梹梹暏棬 棴

棽 棭棥棶
由容斥原理可得

桽桽桽棬 棭椊 棬棸棭棴 棬棻棭棲 棬棽棭棴暛棲
棬棴棻棭 棬棭棲暛棲
棬棴棻椲棷棾椵棭 棬椲棷棾椵棭椊
棥棴 棴棽

棻
掛
掝梹梹

掤
掫梹梹暏棬棴棽棭棥棲

棴棿
棽

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹暏棬棴棿棭棥棲暛棲

棬棴棻椲棷棾椵棭暏 棴棽椲棷棾椵
椲棷棾椵

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹暏

棬棴棽椲棷棾椵棭棥
猜想棻 桽桽桽棬 棭与 桽桽桽棬 棭存在双射关系棶

棾 结  语
通过对棽棾棻广义有禁排列进行分类和分析

后棳得出其中椂对模式存在明显的双射关系棶对
模式 椊 桽桽桽的情况棳计算得出 棬棭的值棶并

提出暟 桽桽桽棬 棭与 桽桽桽棬 棭存在双射关系暠的猜
想棶但棽棾棻广义有禁排列依然存在许多问题有待
解决棶
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