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摘要:在切换序列和切换次数未知的情况下,研究了一类切换系统的最优控制问题.首先,

以切换系统为基础,通过构造嵌入系统,研究了嵌入系统的最优性条件和切换系统次优解

的构造方法;其次,讨论了两个系统的关系,给出并证明了嵌入系统最优解是切换系统最优

解的充分性条件;最后,根据充分性条件,构造了求解切换系统最优或次优解的优化算法.
数值结果验证了算法的有效性.
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0 引 言

切换系统是一类特殊的混杂系统,其广泛的

应用吸引了越来越多研究者的关注[1].许多现实

过程,诸如生物化学过程、汽车制造、航空航天、电
力系统等领域的控制都涉及切换系统[2-3].

近年来,在切换系统的理论和应用方面涌现

了一批成果[2-11],值得关注的是,Branicky等[4]给

出了混杂系统最优控制的理论框架,系统阐述了

混杂控制的模型,讨论了最优解和近似最优解的

存在性及算法,成为研究混杂最优控制的经典之

作.然而,作为特殊的混杂系统,切换系统最优控

制 仍 然 有 许 多 待 解 决 的 问 题.Xu 等[2,5-6]和

Egerstedt等[7]通过计算性能指标的梯度,建立了

求解最优切换时刻的梯度下降算法,特别是文献

[6]将切换时刻参数化,通过求解一个两点边值代

数微分方程,给出了性能指标关于切换时刻的一

阶和二阶梯度,从而为应用数值优化方法求解参

数化的切换时刻奠定了基础.然而,对于一般的非

线性系统而言,求解代数微分方程仍然是比较困

难的.Kamgarpour等[8]基于固定的切换模式序

列,针对非自治切换系统的最优控制问题,研究了

最优值函数(optimalvaluefunction)梯度的计算

方法,并利用最优值函数的梯度来优化切换时刻,
该方法较之直接计算性能指标关于切换时刻的梯

度更加有效.此外,Teo等[9-10]也提出了控制参数

化技术,并提出了时间尺度变换方法,直接应用经

典的数值优化方法求解切换时刻和控制输入的近

似解,他们的方法在后续工作中得到了广泛应

用[12-14].为进一步优化切换次数,Axelsson等[15]

利用变分原理,构造了双层优化算法,即在内层基

于固定的切换序列,优化每一模式的切换时间;
而在外层基于梯度下降算法,通过在已有切换序

列中插入新切换模式的方法,实现切换序列的优

化,取得了较好的效果.然而,上述这些方法一般

需要假设系统是非奇异的,或者需要给定切换序

列.与之相反,Bengea等[16-17]不考虑切换次数和

切换序列,研究了两个切换系统的最优控制问题,
考虑了最优解的必要条件和解存在的充分条件,
为求解切换系统的最优控制提供了新的解决方

法.
在Bengea方 法 的 启 发 下,本 文 考 虑 具 有

s(s>2)个切换系统的最优控制问题.通过将s个

切换系统嵌入到一个更大的系统———嵌入系统

中,研究切换系统次优解的构造方法.应用极大值

原理,讨论嵌入系统最优解的必要性条件.



1 问题描述

考虑如下切换系统:

x ·(t)=f(t,x(t),u(t),v(t))

x(t0)=x0;t∈ [t0,tf]{ (1)

式中:x(t)∈Rn 是系统状态向量,u(t)∈Uad ⊂
Rm 是凸紧集Uad上的连续控制向量,v(t)∈Vad⊂
{0,1}s-1 是集合Vad 上的切换控制向量.集合Vad

可表示为

Vad = {0,e1,e2,…,es-1} (2)
其中ei(i=1,2,…,s-1)是单位向量,记e0=0.
u和v是可测函数;f是分片连续可微的实向量值

函数;系统状态不存在不连续跳跃.初值约束集

记为B0 =T0×X0,终值约束集记为Bf =Tf×
Xf,且端点约束集

B={(t0,x0,tf,xf)|(t0,x0)∈B0,(tf,xf)∈Bf}
是R2n+2 上的紧集.

定义性能指标为

 Js(x,u,v)=h(t0,x0,tf,xf)+

∫
tf

t0
g(t,x(t),u(t),v(t))dt (3)

其中h是定义在B 上某邻域的分片连续可微实值

函数,g亦为分片连续可微实值函数.为描述方

便,定义Is≡ {1,2,…,s}为指标集,类似地有IN

等指标集.对于给定的vi(t)∈Vad,f和g 相应地

记为

fi(t,x(t),u(t))=f(t,x(t),u(t),vi(t)),

gi(t,x(t),u(t))=g(t,x(t),u(t),vi(t));i∈Is

从而,切换系统的最优控制问题(switched
optimalcontrolproblem,简记为SOCP)可描述

为

SOCP:min
u,v

Js(x,u,v) (4)

并满足约束条件:
(1)x(·)是系统(1)的解;
(2)(t0,x(t0),tf,x(tf))∈B;
(3)对任意的t∈[t0,tf],u(t)∈Uad,v(t)∈

Vad.
下面,给出嵌入系统的定义如下:

 
x ·(t)=f

􀮨(t,x(t),u􀮨(t),v􀮨(t));t∈ [t0,tf]

x(t0)=x0{ (5)

相应的性能指标为

Je(x,u􀮨,v􀮨)=h(t0,x0,tf,xf)+

∫
tf

t0
g􀮨(t,x(t),u􀮨(t),v􀮨(t))dt (6)

其中控制u􀮨(t)=(u􀮨T1(t) … u􀮨Ts(t))T∈[Rm]s,

而v􀮨(t)=(v􀮨1(t) … v􀮨s(t))T ∈[0,1]s-1,并令

ζ1(t)= (1-v􀮨1(t))(1-v􀮨2(t))…(1-v􀮨s-1(t)),

 ︙

ζi(t)=v􀮨i-1(t)(1-v􀮨i(t))…(1-v􀮨s-1(t)),

 ︙

ζs(t)=v􀮨s-1(t)

对任意的t∈[t0,tf],显然有∑
s

i=1
ζi(t)=1.向量场

f
􀮨

和积分项g􀮨 分别表示如下:

f
􀮨(t,x(t),u􀮨(t),v􀮨(t))=∑

s

i=1
ζi(t)fi(t,x(t),u􀮨i(t))

(7)

g􀮨(t,x(t),u􀮨(t),v􀮨(t))=∑
s

i=1
ζi(t)gi(t,x(t),u􀮨i(t))

(8)
从而,嵌入系统的最优控制(embeddedoptimal

controlproblem,简记为EOCP)可描述为

EOCP:min
u􀮨,v􀮨

Je(x,u􀮨,v􀮨) (9)

并满足约束条件:
(1)x(·)是系统(5)的解;
(2)(t0,x(t0),tf,x(tf))∈B;

(3)对任意的t∈[t0,tf],u􀮨(t)∈[Uad]s,v􀮨(t)

∈ [0,1]s-1.

2 嵌入系统与切换系统的关系

由嵌入系统的定义可知,嵌入系统的轨线集

包含切换系统的轨线集.下面将进一步说明,切换

系统的轨线集是嵌入系统轨线集的稠密子集,并
可以任意逼近.

命题1 设u􀮨(·)∈ [Uad]s,v􀮨(·)∈ [0,1]s-1

是嵌入系统(5)的控制,系统(1)和(5)的初值点

均为(t0,x0),ψ(·)是[t0,tf]上对应于u􀮨(·)和

v􀮨(·)的轨线.则任给ε>0,在区间[t0,tf]上存在

切换系统(1)的控制uε(·)∈Uad 和vε(·)∈ {0,

1}s-1 以及相应的轨线φε(·),使得对任意的t∈
[t0,tf]有|φε(t)-ψ(t)|<ε.

证明 任给ε>0,存在δ>0,如果uε(·)和

vε(·)按照以下方法构造,则由文献[16-18]的

Chattering引理,相应的轨线φε(·)满足结论.令
[tk-1,tk]为[t0,tf]上的一个子区间,tk-tk-1<δ,
Eki(i∈Is)为[tk-1,tk]上s个互不相交的子分割,
且使得Eki 的测度为
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Eki =∫
tk

tk-1
ζi(t)dt;i∈Is (10)

则对任意的t∈ [tk-1,tk]以及对某个i而言(i∈
Is),如果t∈int(Eki),令

uε(t)=u􀮨i(t),vε(t)=ei-1 (11)
其中e0 =0.相应地系统(1)成为

x ·(t)=f(t,x(t),uε(t),vε(t));t∈Eki(12)

φε(·)为系统(12)及初值(t0,x0)的解.对任意的t
∈[t0,tf],按照式(10)~(12)的构造方法得到的

φε(·)可满足|φε(t)-ψ(t)|<ε.余下的证明详

见文献[16-18]. □
由于gi(i∈Is)是分片连续可微函数,由连

续性质,则轨线φε(·)可使性能指标满足

|Js(φε,uε,vε)-Je(ψ,u􀮨,v􀮨)|<ε
从而,如果ψ(·)是EOCP的最优轨线,则φε(·)
是SOCP的次优轨线.

命题2 设x*
e (·)是EOCP的最优轨线,如

果满足x*
e (tf)∈int(Xf),则下面至少有一个结论

成立:
(1)SOCP的解x*

s (·)也是EOCP的解;
(2)SOCP没有解,但可以通过求解EOCP构

造得到次优解.

3 最优解的必要条件

本节将讨论最优解的必要条件.由命题1和

2可知,无论SOCP是否存在最优解,通过求解

EOCP至少能够得到SOCP的次优解.EOCP存

在最优解的充分条件详见文献[17].因而本节及

以后只考虑EOCP存在最优解的情况.
构造Hamilton函数如下:

H(t,x,u􀮨,v􀮨,λ)=-g􀮨(t,x,u􀮨,v􀮨)+λTf
􀮨(t,x,u􀮨,v􀮨)

(13)

将其简记为H(或H(t)).由式(7)、(8)及f
􀮨
和g􀮨的

构造可得

 H(t,x,u􀮨,v􀮨,λ)=∑
s

i=1
ζi(t)[-gi(t,x,u􀮨i)+

λTfi(t,x,u􀮨i)] (14)
另一方面,若令 Hs =H,则可以按照递归形式得

到如下的Hamilton函数:

H1(t,x,u􀮨,v􀮨,λ)=-g1(t,x,u􀮨1)+λTf1(t,x,u􀮨1)
(15)

Hi(t,x,u􀮨,v􀮨,λ)=Hi-1+v􀮨i-1[-gi(t,x,u􀮨i)+
λTfi(t,x,u􀮨i)-Hi-1];

i=2,…,s (16)
假设 EOCP 的 最 优 解 为 (x*(t),u􀮨*(t),

v􀮨*(t)),由逐点极大值原理,存在一个绝对连续

函数λ*(t)对几乎所有的t∈ [t0,tf]有

x ·*(t)=H*
λ (t,x*(t),u􀮨*(t),v􀮨*(t),λ*(t))

(17)

λ
 ·
*(t)=-H*

x (t,x*(t),u􀮨*(t),v􀮨*(t),λ*(t))
(18)

其中 Hλ、Hx 分别表示关于λ和x的偏导数,且对

任意的u􀮨(·)∈ [Uad]s,v􀮨(·)∈ [0,1]s-1,

H(t,x*(t),u􀮨*(t),v􀮨*(t),λ*(t))=
max
u􀮨,v􀮨

H(t,x*(t),u􀮨(t),v􀮨(t),λ*(t)) (19)

成立.为求解式(19),需要下面的命题.
命题3 若U⊂Rm 是一紧集,F,G:U→R是

连续函数,则有

P1: max
(σ,ρ)∈[0,1]×U

[σF(ρ)+G(ρ)]=

max{max
ρ∈U
[F(ρ)+G(ρ)],max

ρ∈U
G(ρ)}

P2:设(σ̂,ρ̂)∈ [0,1]×U 满足

σ̂F(ρ̂)+G(ρ̂)= max
(σ,ρ)∈[0,1]×U

[σF(ρ)+G(ρ)]

若F(ρ̂)≠0,则σ̂∈ {0,1}.若F(ρ̂)=0,则
max
ρ∈U
[F(ρ)+G(ρ)]=max

ρ∈U
G(ρ)

且σ̂可取[0,1]上的任意数.
P3:设(σ̂,ρ̂)满足(P2)中条件,若

F(ρ̂)+G(ρ̂)=max
ρ∈U
[F(ρ)+G(ρ)]>max

ρ∈U
G(ρ)

则F(ρ̂)>0且σ̂=1.反之,若

G(ρ̂)=max
ρ∈U

G(ρ)>max
ρ∈U
[F(ρ)+G(ρ)]

则F(ρ̂)<0且σ̂=0.
证明详见文献[17].
由逐点极大值原理以及式(15)、(16),对几乎

所有的t∈ [t0,tf],可得

H(t,x*(t),u􀮨*(t),v􀮨*(t),λ*(t))=
max

(μ,z)∈[0,1]s-1×[Uad]
s
Hs(t,x*(t),z,μ,λ*(t))=

max
(μ,z)∈[0,1]s-1×[Uad]

s
{Hs-1+μs-1[-gs(t,x*(t),zs)+

λ*T(t)fs(t,x*(t),zs)-Hs-1]}
应用命题3中(P1),则有

 max
(μ,z)∈[0,1]s-1×[Uad]

s
Hs(t,x*(t),z,μ,λ*(t))=

max{max
zs∈Uad

[-gs(t,x*(t),zs)+

λ*T(t)fs(t,x*(t),zs)],maxHs-1}
对 Hs-1 重复上面的过程直至 H1,于是有
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H =max{􀮈Hs,…,􀮈H2,􀮈H1} (20)
其中对每一个i∈Is,

 􀮈Hi = max
zi∈Uad

[-gi(t,x*(t),zi)+

λ*T(t)fi(t,x*(t),zi)] (21)
令

 Ti = {t∈ [t0,tf]|-gi(t,x*(t),u􀮨i(t))+

λ*T(t)fi(t,x*(t),u􀮨i(t))-Hi-1 =0};

1<i≤s
T1 =T2

则对几乎所有的t∈ [t0,tf]\Ti,由命题3中

(P2)及式(19),v􀮨*i-1(t)∈{0,1}.下面给出嵌入系

统最优解是切换系统解的充分条件.
定理1 设[tk-1,tk]为[t0,tf]上的一个子区

间,满足tk-tk-1<δ,如果存在i∈Is 使得对任意

的j∈Is,j≠i及a.a.t∈ [tk-1,tk]\Ti 满足􀮈Hi

>􀮈Hj,则ζi(t)=1,相应地式(17)、(18)化为

 x ·*(t)=fi(t,x*(t),u􀮨*i (t)) (22)

λ
 ·
*(t)=gi

x(t,x*(t),u􀮨*i (t))-
(fi

x(t,x*(t),u􀮨*i (t)))Tλ*(t) (23)

其中fi
x、gi

x 为x的偏导数,且u􀮨*i (t)=argmax􀮈Hi.
证明 由式(14)、(17)~(21)及命题3易证.

□
推论1 如果所有的集合Ti(i∈Is)测度均

为零,则EOCP的最优轨线也是SOCP的最优轨

线,并 且 SOCP 的 最 优 控 制 输 入 u*(t)=

∑
s

i=1
ζi(t)u􀮨*i (t),相 应 的 切 换 控 制 v*(t)=

∑
s

i=1
ζi(t)ei-1.

定理2 如果集合Ti(i∈Is)有非零测度,
则对a.a.t∈Ti,存在j∈Is 使得􀮈Hi =􀮈Hj 且

u􀮨*i (t)=argmax􀮈Hi,u􀮨*j (t)=argmax􀮈Hj

证明 由命题3中(P2),对a.a.t∈Ti,

 maxHi(t,x*(t),u􀮨(t),μ,λ*(t))=
max{Hi-1+μi-1[-gi(t,x*(t),u􀮨i(t))+

λ*T(t)fi(t,x*(t),u􀮨i(t))-Hi-1]}=

maxHi-1(t,x*(t),u􀮨(t),μ,λ*(t))
对μi-1∈[0,1]成立.若􀮈Hi-1>maxHi-2,则取j
=i-1,从而

maxHi-1(t,x*(t),u􀮨(t),μ,λ*(t))=
max{􀮈Hi-1,maxHi-2}=􀮈Hi-1 =􀮈Hj

否则继续上面的过程,直至存在一个j∈Is

使得

maxHi-1 =maxHi-2 = … =maxHj =􀮈Hj

从而对a.a.t∈Ti,可得

maxHi-1 =􀮈Hi =􀮈Hj

相应的最优控制为

u􀮨*i (t)=argmax􀮈Hi,u􀮨*j (t)=argmax􀮈Hj

□
由定理1和2可知,对某一个分割[tk-1,tk]而

言,如果式(20)中仅在某个指标i处达到,且仅有

一个,同时集合Ti的测度为零,则第i个切换系统

在[tk-1,tk]上是起作用的.否则SOCP在该区间

上没有最优解,但可以将定理2中的u􀮨*i (t)和

u􀮨*j (t)视为次优解,按照命题1方法进行构造.

4 优化算法

假设EOCP存在最优解,由命题1、2可知,
可以通过求解EOCP获得SOCP的最优解或次

优解.特别地,如果在某一个剖分区间上,EOCP
的最优控制是bang-bang类型的解,则它也是

SOCP的最优解.又由定理1、2可知,求解EOCP
可以通过独立求解SOCP的每一个子问题而得

到.下面给出算法的主要步骤:
步骤1 将区间[t0,tf]剖分为N 个子区间,

记剖分点为t0,t1,…,tN 且tN =tf.
步骤2 依次选取vi(·)∈Vad,分别求解第i

个切换子问题,i∈Is.
步骤3 令J[tk]= {i|􀮈Hi[tk]= H[tk],

i∈Is},k∈IN,Li = {tk|􀮈Hi[tk]=H[tk],k∈
IN},i∈Is.

步骤4 对每一个tk ∈Li,如果|J[tk]|=
1,则第i个子系统是起作用的,得到切换系统的

最优控制为u*(t)=u􀮨*i (tk),v*(t)=ei-1,t∈
(tk-1,tk].否则构造次优解:令nk =|J[tk]|,并将

[tk-1,tk]剖分为nk 个更小的子区间,记剖分点为

tk
0,tk

1,…,tk
nk
,tk

τ-1 ≤tk
τ,τ=1,…,nk,且tk

0 =tk-1,

tk
nk =tk.对每一个ik∈J[tk]及τ=1,…,nk,令

û(t)=u􀮨*ik(tk),v̂(t)=eik-1;t∈ (tk
τ-1,tk

τ]
步骤5 利用得到的u*(·)和v*(·)(或

û(·)和v̂(·))重新求解系统(1)得到x*(·).
步骤6 如果满足精度要求,则停止.否则,

将tk
τ(τ=1,…,nk-1,k∈IN)作为新的剖分点增

加到剖分点集合中,转向步骤2.
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5 数值结果

考虑具有4个子系统的切换控制问题:

S1:
x ·1(t)=x1(t)+u(t)sinx1(t)

x ·2(t)=-x2(t)-u(t)cosx2(t){
S2:

x ·1(t)=x2(t)+u(t)sinx2(t)

x ·2(t)=-x1(t)-u(t)cosx1(t){
S3:

x ·1(t)=-x1(t)-u(t)sinx1(t)

x ·2(t)=x2(t)+u(t)cosx2(t){
S4:

x ·1(t)=-x2(t)-u(t)sinx2(t)

x ·2(t)=x1(t)+u(t)cosx1(t){
其中t∈[0,3],x1(0)=2,x2(0)=3.性能指标为

 J=0.5(x1(3)-1)2+0.5(x2(3)+1)2+

∫
3

0
{(x1(t)-1)2+(x2(t)+1)2+u2(t)}dt

切换系统的最优控制为求minJ使得对任意的t

∈ [0,3],x(t)∈R2 满足子系统S1 ~S4 之一.
使用上面算法,并应用基于两点边值问题、可

变步 长 的 梯 度 下 降 算 法[19]求 解 子 问 题,利 用

C++语言编程求得最优切换序列为(1,1,2,2,

2,2,2,2,3,2,3,2,3,3,3,3,1,3,2,4,1,3,2,1),

其中剖分区间数N=24,相应的最优性能指标为

4.47674.求得的连续最优控制变量、切换最优控

制变量及状态轨线如图1所示.这个结果优于Xu
等[6]在给定切换序列的基础上,求得的最优值

5.4399,说明本文提出的算法是有效的.

(a)连续最优控制变量
      

(b)切换最优控制变量

(c)状态轨线x1-t
 

(d)状态轨线x2-t
 

(e)相轨线

图1 优化结果

Fig.1 Optimizationresults

6 结 语

本文研究了切换序列和切换次数未知的一类

最优切换控制问题.推广了Bengea两个切换子系

统的方法到s(s>2)个切换子系统.通过构造嵌入

系统,讨论了切换系统次优解的构造方法,并基于

极大值原理,给出了嵌入系统是切换系统最优解

的充分条件.根据充分条件,形成了求解切换系统

最优或次优解的优化算法.最后的数值结果显示

了算法的有效性.
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Aclassofoptimalcontrolforswitchingsystemandoptimizationalgorithm

ZHAI Jin-gang*1, YIN Hong-chao1, Feng En-min2

(1.SchoolofEnergyandPowerEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.SchoolofMathematicalSciences,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Aclassofoptimalcontrolproblemsfortheswitchingsystemisstudiedwithoutimposing
restrictionsontheswitchingsequenceandthenumberofmodeswitching.Onthebasisofthe
switchingsystem,thenecessaryconditionsforoptimalityandtheconstructionmethodforsuboptimal
solutionsaredevelopedbyconstructinganembeddedsystem.Therelationshipbetweenthetwo
systemsisdiscussed,andthesufficientconditionswhichmaketheoptimalsolutionsoftheembedded
systemoptimalfortheswitchingsystemaregivenandproved.Finally,accordingtothesufficient
conditions,anoptimizationalgorithmforsolvingoptimalorsuboptimalsolutionsisproposed.The
numericalresultstestifytheeffectivenessofthealgorithm.

Keywords:switchingsystems;switchingoptimalcontrol;hybridsystem;optimizationalgorithm
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