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摘要:进一步研究了带有熵约束的一致风险度量,鉴于它的许多良好性质,提出了带有f-散
度约束的一致风险度量,获得了一大组可以灵活选取的风险度量,并且给出了一致风险度量

理论中可接受集的控制方法.另外,讨论了将这类风险度量直接用于优化问题的优点以及它

们的稳健化处理方法,得到了一致风险度量的新的表现形式,此形式是CVaR 的上界,在应用

中是更易处理的.
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0 引 言

根据一致风险度量理论,对于一组风险资产

构成的组合X,决策者能够知道需要多少资本储

备,使得组合X 的风险可以接受.其基本思想是

首先定义一个可接受集合A,需要A 满足一些合

理的性质,这组性质形成风险度量的一致性公理,

任何一个满足一致性公理的风险度量都可以表示

为

ρ(X)=sup
Q

EQ(-X)

这个表达式也称为一致风险度量的对偶表达式,

其中Q∈Σ,Σ代表概率测度的集合,它的大小本

质上是由可接受集合A 决定的.因为要使风险X
变得可以接受,那么所需的最小资本储备是ρ(X)

=inf
m
{m+X∈A}.集合A 的大小决定了概率测

度Q∈Σ的变化范围.如果知道如何说明可接受

集A,就能构造相应的风险度量ρA(X);反之,如
果有一个一致风险度量ρ(X),就能表示出可接受

集合Aρ ={X|ρ(X)≤0}.在文献[1]中,通过锥

优化的对偶关系,说明了A与Σ的相互制约关系.
由于定量地表达A 是非常困难的,对于CVaR 来

说,可接受集合对应的概率测度集是Σ = {Q∈

M1|Q≪P,dQdP≤
1
α},其中M1 是所有概率测度

的集合.因此,有logdQdP≤c
和H(Q|P)≤c,c=

-logα.受这一表达形式的启发,文献[1]提出在

上面的 风 险 度 量 的 对 偶 表 达 式 中,用 相 对 熵

(Kullback-Leibler散度)来控制Σ的大小,产生一

个优化模型如下:

sup
Q

EQ(-X)

s.t. EQ (logdQdP ) ≤c

∫q(x)dx=1

q(x)≥0
其中c由可接受的风险水平确定,通过控制参数c
的变化来约束概率测度的集合,并对应不同的可

接受集Ac,表示不同的代理人有不同的容忍度,

同 时 也 表 示 一 组 不 同 的 风 险 度 量 ρc(X).

H(Q|P)是Q 关于P 的相对熵,定义如下:

H(Q|P)=
EQ logdQdP
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最近,Follmer等[2]从分布不变性、模型稳健



性、独立风险聚合下的行为以及大偏差界等几个

方面研究了一致风险度量的这种特殊形式,并称

之为一致熵风险度量,记为

ρc(X)∶= sup
Q:H(Q|P)≤c

EQ(-X)

文献[2]是从凸熵风险度量的一致调整的角度来

研究ρc(X)的性质的.凸熵风险度量的定义如下:

 eγ(X)∶= 1γlogEP(e-γX)=

sup
Q

{EQ(-X)-1γH(Q|P)}
其中参数γ∈ [0,+∞),是风险厌恶系数.文献

[2]分析了ρc(X)的一些性质,更多地侧重于这两

个风险度量之间的差别.在精算问题中应用这两

个风险度量时,ρc(X)比eγ(X)的表现更好.本文

要在一致风险度量的统一表达式中,通过描述概

率测度集合Σ,间接地表示各种不同的可接受集

合A.除了相对熵外,也扩展到一般的f-散度,称

之为一致f-散度风险度量.由于有一大组f-散

度,产生了一组丰富的一致f-散度风险度量,并

讨论它们的性质和应用问题.

1 记号与定义

设(Ω,F)为可测空间,X 是定义在其上的有

界可测随机变量的线性空间.让A 表示可接受凸

锥,Χ+⊂A且A∩(-A)={0}.那么泛函ρ(·)定

义如下:

ρ(X)∶=inf{m∈R|X+m∈A}

可接受集合A的性质导致ρ(X)有如下4条性质,

称为一致性公理,即对于X,Y ∈L∞ 和m ∈R,

λ∈R+,有

(1)单调性:X≥Y⇒ρ(X)≤ρ(Y)

(2)平移不变性:ρ(X+m)=ρ(X)-m
(3)正齐性:ρ(λX)=λρ(X)

(4)次可加性:ρ(X+Y)≤ρ(X)+ρ(Y)

满足这些性质的风险度量称为一致风险度

量,它们有统一的对偶表达式:

ρ(X)=sup
Q∈Σ

EQ(-X)

当不要求有正齐性时,一致风险度量扩展为凸风

险度量,它们的统一的对偶表达式为

ρ(X)=sup
Q∈Σ1
{EQ(-X)-α(Q)}

其中Σ1表示在Χ上的所有概率测度,α(Q)定义如

下:

α(Q)∶=sup
X∈Aρ

EQ(-X)

当α(Q)∈ {0,+∞}时,凸风险度量的表达式化

为一致风险度量的表达式[3-6].

2 带约束的一致风险度量

2.1 一致熵风险度量

从引言的两个表达式可知,一致熵风险度量

是带有 Kullback-Leibler散度约束的风险度量;

凸熵风险度量是带有熵罚的凸风险度量.
定义1 对给定的c>0,一致熵风险度量ρc

定义如下:

ρc(X)∶= sup
Q:H(Q|P)≤c

EQ(-X);X∈L∞

其中Q∈Σ,Σ是一致风险度量定义中所有概率测

度的集合.c的选取是为了控制概率测度集合Σ的

大小.

ρc(X)的基本性质:

(1)对任何的α∈ (0,1)和X∈L∞,

VaRα(X)≤CVaRα ≤ρc(α)(X)

其中c(α)=-logα>0.
左边的不等式是已知的[2],右边的不等式证

明如下:

因为CVaRα(-X)=sup
Q∈Σ1

E(-X),Σ1 = {Q

∈M1|Q≪P,dQdP≤
1
α},由dQdP≤

1
α
,两边取对

数得logdQdP ≤-logα=c(α),再两边取期望得

EQ logdQdP
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EQ logdQdP
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÷≤c(α)},反过来一般是不成立的.因

此,CVaRα(X)= sup
Q∈Σ1
(- X)≤ sup

Q∈Σ2
(- X)=

ρc(α)(-X)≤ρc(-X).其中c是比c(α)更大的数.
可见ρc(α)(-X)和ρc(-X)是依次比CVaRα(-X)

更保守的风险度量.
(2)ρc 是分布不变的,上连续且下连续;ρc 关

于c是递增的且满足下列极限:

lim
c↓0

ρc(X)=EP(-X),lim
c↑+∞

ρc(X)=esssup(-X)
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(3)根据ρc 的定义,其中的最大值是可达的,

即

ρc(X)= max
Q∈Σ,H(Q|P)≤c

EQ(-X)=EQ(-X)

(4)当考虑n个不同的随机变量时,ρc 有下面

的性质:

πc,n = 1nρc(X1+…+Xn),lim
n↑+∞

πc,n =E(-X1)

这个性质说明:如果这n个随机变量表示n
个保险合约,当合约数量增加时,每个合约的费

用将下降到公平费用.性质(2)~(4)的证明见文

献[2].

2.2 一致f-散度风险度量

定义2 设概率测度Q 关于P 连续,f:(0,

+∞)→R是任意一个凸函数,使得f(1)=0,那

么Q 和P 之间的f-散度是

Df(Q|P)∶=∫f
dQ
dP
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其中f(0)=lim
x↓0

f(x),0f(0/0)=0,和0f(a/0)

=alim
u→+∞

f(u)/u.

在离散的情况下,Df(q|p)=∑
n

i=1
pif(qi

pi
),

分布的熵定义为 H(q)=∑
n

i=1

(-pilnpi).

由于凸函数f可有多种选取方式,f-散度包

含了一大组关于概率分布间距离的度量.另外,也

会用到f的共轭函数f*,定义如下:

f*:R→R∪ {+∞},f*(s)=sup
t≥0
{st-f(t)}

下面是常用的凸函数及其代表的散度或称距

离.
例1 f(x)=xlogx, 对 应 Kullback-

Leibler相对熵散度

f(Q|P)=∫q(x)
p(x)

lnq
(x)

p(x)
dP=∫q(x)lnq(x)p(x)

dx

例2 f(x)=|x-1|(全变差散度)

例3 f(x)= (x-1)2(Hellinger散度)

例4 f(x)= (x-1)2(χ2 散度)

例5 f(x)=ln(2/(1+u))+u(2u/(1+

u))(Jensen-Shannon散度).
分布的熵与f-散度有密切的联系,如下面的

式子:

JS(q|p)=ln22H p+q
2
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KL(q|u)=ln2(logn-H(q))

容易看到,当其中的u代表离散的均匀分布时,每

种状态的概率是1/n.当控制KL(q|u)≤c相当

于控制 H(q)≥logn- c
ln2

,当不知道未来的概

率分布时,一般假设每种状态出现的概率为1/n,

这时熵最大是logn,因此,logn- c
ln2≤H(q)≤

logn,这一约束可解释为从等权赋概到概率权重

的调整,目标函数将导致大的权重移向左尾部.
已知的其他的散度还有很多,f-散度的一些

基本性质如下:

性质1 Df(Q|P)=Df*(P|Q)当且仅当

∃c∈R:f*(u)-f(u)=c(u-1),f* 是f的伴

随共轭函数.
性质2 Df1

(Q|P)=Df(Q|P),当且仅当

∃c∈R:f1(u)-f(u)=c(u-1).

性质 3 f(1)≤ Df(Q|P)≤ f(0)+

f*(0).

性质4 Df(Q|P)≥f(1)=0,其中等式成

立当且仅当Q=P.

Q、P 是任意的概率测度.
定义3 对给定的c>0,一致f-散度风险度

量ρ(f,c)定义如下:

ρ(f,c)(X)∶= sup
Df
(Q|P)≤c

EQ(-X);X∈L∞

其中Q∈Σ,Σ是一致风险度量定义中所有概率测

度的集合.显然一致熵风险度量是它的特例,将从

优化的角度分析一致f-散度风险度量.它们的性

质概括在下面的定理中.
定理1 ρ(f,c)(X)是一致的且它的最优值是

可达的,ρ(f,c)(-X)=EQ(-X),它有一个自然的

上界λc+∫(λf)*(-x)dp(x),它的对偶表达式是

λc+EP[(-X)λf*].

证明 记dQ
dP=q(x)

p(x)=ϕ(x),那么一致f-散

度风险度量可以表示为如下的凸优化问题:
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(P) max
ϕ∫(-x)ϕ(x)dp(x)

s.t. ∫f(ϕ(x))dp(x)≤c

∫ϕ(x)dp(x)=1
ϕ(x)≥0

由于目标函数的线性和f 的凸性,这是一个

凸优化问题,使用Lagrange方法求解.

L(λ,μ)=∫(-x)ϕ(x)dp(x)-

λ(∫f[ϕ(x)]dp(x)-c) +

μ(∫ϕ(x)dp(x)-1)
优化问题中的密度函数之比ϕ(x)≥0,联系

不等式的Lagrange乘子λ≥0.根据最优解的充

分且必要条件,对所有的g(x),计算L关于g(x)

的方向导数:

 DgL(λ,μ)=∫(-x)·g(x)dp(x)-

λ[∫f'[ϕ(x)]·g(x)dp(x)] +

μ∫g(x)dp(x)=0
因此,ϕ(x)必须使下面的等式

(-x)-λf'(ϕ(x))+μ=0
几乎处处成立.

ϕ(x)还需要满足下列约束条件和互补松弛

条件:

∫f[ϕ(x)]dp(x)≤c

∫ϕ(x)dp(x)=1
λ(∫f[ϕ(x)]dp(x)-c)=0

可以断言λ>0,否则,由最优性条件可推出

x=μ.这是退化的情况.当λ>0,

ϕ(x)= (f')-1 μ-x
λ

æ
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当f(x)=xlogx时,ϕ(x)=e
(-x)/λ+μ/λ-1,最优值

是可达的,记为EQ(-X).
如果在优化问题中,默认ϕ(x)是密度之比,

则拉格朗日函数简化为

 L(λ)=∫(-x)ϕ(x)dp(x)-

λ(∫f[ϕ(x)]dp(x)-c)

max
q(x)

L(q(x),λ)=λc+max
q(x)

{∫(-x)ϕ(x)dp(x)-

λ∫f(ϕ(x))dp(x)} =

λc+max
q(x)∫[(-x)ϕ(x)-

λf(ϕ(x))]dp(x)=

λc+∫(λf)*(-x)dp(x)

因此,得到ρ(f,c)的上界和对偶表达式:

ρ(f,c)(X)≤max
q(x)

L(q(x),λ)

 ρ(f,c)(X)=EQ(-X)=

min
λ
(λc+EP[(-X)(λf)*])=

λc+EP[(-X)(λf)*]

3 应 用

3.1 对冲问题中的应用

可以将一致f-散度风险度量融于对冲问题

中,不必单独增加一个风险度量约束.一个风险最

小化欧式期权对冲问题如下:

 min
(α,β)

ρ(f,c)(XT -CT)

s.t. ∫f(ϕ(x))dp(x)≤c

∫ϕ(x)dp(x)=1
ϕ(x)≥0

其中XT 代表对冲组合在到期日的值,它由α份股

票和β份无风险债券构成;CT 是欧式期权在到期

日的价值,暂且考虑单期的对冲问题.那么这个问

题就是在可接受的风险容忍水平下,选取风险资

产和无风险资产的投资组合,使得一致f-散度风

险度量最小.所求得的最优值说明:还需要多少

资本储备才能使得出售期权可能发生的负债在可

接受的风险容忍水平之下.由于这个优化问题是

一个凸优化,可以将其离散化后求解,它是在多项

式时间内可解的[7].

3.2 稳健化一致f-散度风险度量

上述风险度量假设P 是已知的,但是在实际
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的应用中,P 通常是从历史数据中估计或使用蒙

特卡罗方法获得,有时也采用专家的判断,因此所

得概率测度P 不可避免地含有误差.为了控制模

型风险,提出一致f-散度风险度量的稳健形式:

ρ(f,c)(X)= sup
Q∈D(f,λ*)(Q|P)≤c

EQ(-X)

其中Pλ=λP1+(1-λ)P2,P1表示来自历史数据

的估计;P2 表示蒙特卡罗模拟的结果;Pλ 是专家

通过赋权方式给予的判断,调整λ可以表示专家的

看法,保守观点是D(f,λ*)(Q|Pλ)= min
λ

Df(Q|

Pλ).这需要解两个优化问题,恰好它们都是凸优

化,理论上是可解的.

4 结 语

本文探索了如何给出一致风险度量中可接受

集的可操作性表示,即把它转化为对f-散度的约

束,通过上界c来表示概率测度间的距离,其中c
的选取可参考CVaRα 中的α.通过c的变化,所给

出的一致f-散度风险度量能够表达决策者的风

险厌恶,并且有多种表示方式.这一方法还可以

直接用于组合优化和衍生产品的对冲问题,这类

优化问题的求解留待以后详细探讨.
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