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摘要:图G的Laplace矩阵的谱是由L(G)的所有特征值构成的.研究了一类重要的互连网

络拓扑结构折叠立方体网络Qfn的Laplace矩阵的谱.由于折叠立方体Qfn是在超立方体Qn

的基础上增加了互补边形成的,利用从Qn 的Laplace矩阵An 构造Qfn的Laplace矩阵Bn 的

对偶矩阵Cn=An-I*n +In 的方法,确定了Bn 和Cn 的关系为 Bn+1 = Bn Cn-4In ,从
而确定了折叠立方体的Laplace矩阵Bn 的谱.
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0 引 言

给定一个图G,对应着一个邻接矩阵A(G),

那么A(G)的特征值称为图G的特征值,而图G的

谱是由A(G)的所有特征值构成的.在此基础上,

人们又提出了图的 Laplace谱的概念.图 G 的

Laplace矩阵定义为L(G)=D(G)-A(G),其中

D(G)是度数矩阵.L(G)的特征值称为图G 的

Laplace特征值.显然L(G)为实对称矩阵,其特

征值均为实数.

Mohar[1]说过:Laplace特征值,能更好地反

映图的图论性质,所以对图的Laplace矩阵的特

征值的研究越来越多.由于Laplace矩阵可以变

换成一个黎曼流形上的 Laplace算子的离散情

形,在数学领域内通常称为Laplace矩阵.
图G 的 Laplace矩阵的谱(简称为 Laplace

谱),不仅具有重要的图论理论意义,而且在物理、

化学、生物和计算机科学等领域有着广泛的应

用[2],因而受到人们的关注.
图的Laplace谱的探究是图论中一个活跃的

研究方向,近30年来已有许多相关文献和结果.

李乔 等[3]讨 论 了 图 的 最 大 特 征 根 的 性 质;Li
等[4-6]给出了图的Laplace矩阵的性质并研究了

树的Laplace矩阵的最大和次大特征值;贺金陵

等[7]也研究了树的Laplace特征值的部分和的可

达上界,郭曙光[8]给出了单圈图的Laplace矩阵

的最大特征值;文献[9]、[10]分别给出了超立方

体的Laplace矩阵的谱.本文利用构造对偶矩阵

等方法确定折叠立方体的Laplace矩阵的谱.

1 折叠立方体的概念及性质

在文献[11]中,El-Amawy等提出n维折叠

立方体网络Qfn 的概念,它是通过在n维超立方体

网络Qn 中添加2n-1 条边而得到的新网络.n维折

叠立 方 体 网 络 Qfn 的 顶 点 集 合 为 V(Qfn)=
{xnxn-1…x1:xi∈ {0,1},i=1,2,…,n},顶点x

=xnxn-1…x1 与y=ynyn-1…y1 有边相连当且仅

当满足以下两条其中一条:

(1)y=ynyn-1…y1=xnxn-1…xi+1xixi-1…x1
(1≤i≤n),此时称边(x;y)为正常边;

(2)y=ynyn-1…y1=xnxn-1…x1(此时称边



(x;y)为补边),顶点y称为x 的补点.

Qfn 具有下述优良的性质,所以被认为是替代

超立方体网络Qn 的挑战性网络结构:

(1)Qfn 是n+1正则的,有2n 个顶点,(n+
1)2n-1 条边;

(2)Qfn 直径为 n
2
;

(3)Qfn 为n+1连通;

(4)Qfn 是Cayley图,而且是点和边可迁的.
本文利用构造对偶矩阵等方法确定了折叠立

方体的Laplace矩阵的谱.

2 折叠立方体的Laplace矩阵的谱

为了方便书写,在此引入几个定义.
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定义2 An 为Qn 的Laplace特征矩阵,即

An =λIn -L(Qn)=λIn -D(Qn)+A(Qn)

(1)

定义3 Bn 为Qfn 的Laplace特征矩阵,即

Bn =λIn -L(Qfn)=λIn -D(Qfn)+A(Qfn)

(2)

为了求出折叠立方体的Laplace矩阵的谱,

首先要分析折叠立方体Qfn 的Laplace特征矩阵,

然而折叠立方体是从超立方体演变过来的,所以

本文从超立方体Qn 的Laplace特征矩阵入手.
显然n维超立方体Qn 的每个点的度数为n,

所以度数矩阵D(Qn)=diag{n,n,…,n}.因为不

同点的排列,对应不同的邻接矩阵,为了计算的确

定性,所以必须规定一种点的排列.
本文规定将所有点按从小到大排列,利用二

进制与十进制的转换方法,在十进制内比较大小.
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An -In In
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证明 由于超立方体的递归性质,一个超立

方体Qn 可以由两个Qn-1 按一定规律拼接形成

Qn,所以得到每个点的度数增加1,而且第i个点

与第i+2n-1 个点之间有边相连,其中1≤i≤

2n-1.代入An 的定义得

An =
An-1-In-1 In-1

In-1 An-1-In-1
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证毕.
引理2 Bn =An +I*

n -In.
证明 由于Qfn 是在Qn 的基础上增加了互补

边形成的,也就是说每个点的度数都增加1,并且

第i个点与第2n+1-i个点之间有连边(1≤i≤

2n-1),则可以得到

D(Qfn)-D(Qn)=In

A(Qfn)-A(Qn)=I*
n

将上两个式子相减后,代入定义式(1)、(2),可以

得到

Bn =An +I*
n -In

证毕.
定义4 定义Bn 关于An 的对偶矩阵为Cn =

An -I*
n +In.

引理3 Bn+1 = Bn Cn -4In (3)

证明 结合引理1和2可得
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An -2In In +I*
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对此进行行列式变换可得

Bn+1 =
An -2In In +I*

n
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An -In +I*
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n =

An -In +I*
n An +In -I*

n -4In =

Bn Cn -4In

证毕.
引理4 Cn+1 = Bn Cn .
证明 结合引理1与定义4可得
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Cn+1 = An+1-I*
n+1+In+1 =
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n
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证毕.
由于Laplace矩阵特征根构成的谱另一种表

现形式为
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其中第一行为各异特征值,第二行为每个特征值

的重数,以下将采用这种形式表示Bn、Cn.
由引理3和4可以计算得到

B2 =λ(λ-4)3,C2 =λ3(λ-4)

经过递归可以求得

B3 =λ(λ-4)6(λ-8),

C3 =λ4(λ-4)4;

B4 =λ(λ-4)10(λ-8)5,

C4 =λ5(λ-4)10(λ-8);

B5 =λ(λ-4)15(λ-8)15(λ-12),

C5 =λ6(λ-4)20(λ-8)6;

…

结合引理3、4,可以得到如下Bn、Cn 的递推公

式.
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证明 由举例可知,前几项全部都成立.下面

用数学归纳法对n进行归纳.
假设n的时候定理成立,只需要证明n+1

时,定理也成立即可.

当n为偶数时,n
2 = n

2 = n
2.此时由引

理3并将Bn、Cn 代入式(3)即可得到

Bn+1=
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由于n+1为奇数,满足归纳式,归纳完毕.同

理,对Cn 进行归纳可证明归纳式成立.当n为奇

数时同理可证.
综上所述,Bn 的谱为
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证毕.

3 结 语

确定图的Laplace谱是代数图论中基本问题

之一,除了理论外,在化学、物理、生物等学科都有

广泛的应用意义.由于它的困难性,确定著名图类

Laplace谱是当前研究热点之一.本文利用超立

方体的Laplace矩阵An,构造了折叠立方体Qfn 的

Laplace矩阵Bn 的对偶矩阵Cn =An-I*
n +In,进

一步确定了Qfn 的Laplace矩阵Bn 和其对偶矩阵

Cn 的关系 Bn+1 = Bn Cn -4In ,从而完全确

定了著名图类折叠超立方体的 Laplace矩阵的

谱.
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SpectraofLaplacianmatrixoffoldedhypercubeQfn
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Abstract:ThespectraofLaplacianmatrixofgraphGconsistofalleigenvaluesofL(G).TheLaplace

spectraoffoldedhypercubeQfnarestudied,whichareimportantinterconnectionnetworktopological

structure.Thendimensionalfoldedhypercubeisanundirectedgraphobtainedfromndimensional

hypercubebyaddingallcomplementaryedges.BymeansofLaplacianmatrixAnofQn,thedualmatrix

ofLaplacematrixBnofQfnisconstructedasCn=An-I*
n +In,therelationshipbetweenBnandCnis

Bn+1 = Bn Cn-4In andthespectraofLaplacematrixBnofQfnareobtained.

Keywords:foldedhypercube;Laplacianmatrix;eigenvalues;spectra
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