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基于径向积分边界单元法的内场声学分析
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摘要:由于 Helmholtz方程的基本解是频率的函数,传统边界单元法在处理声场特征值问

题时具有天生的缺陷.采用Laplace方程基本解生成积分方程,通过径向积分法将在此过程

中产生的域积分项转化为边界积分.此方法克服了传统边界单元法系数矩阵对频率的依赖,

同时克服了特解积分法和双重互易法对特解的依赖,将内场声学特征值问题转化为广义特征

值问题.最后通过内场声辐射分析和声学特征值分析验证了算法的有效性.
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0 引 言

边界单元法以其降维、半解析、精度高等优点

而在工程中获得了广泛的应用.尤其对于外场声

辐射问题来说,由于 Helmholtz方程基本解自动

满足远场Sommerfeld辐射条件,边界单元法在

处理无限域问题时比有限单元法更具有优势[1].
然而,由于Helmholtz方程基本解的特点,边

界单元法在处理声腔特征值问题时遇到了困难.

Helmholtz方程的基本解是波数的函数,因此造

成最终生成的离散方程的系数矩阵是频率的函

数,而且该频率项无法提到系数矩阵外形成广义

特征值问题,不得不求助于逐步搜索法进行求解.
应用逐步搜索法时,需要给定任意一个初始频率

并给出搜索步长,计算系数矩阵的行列式,当系数

矩阵的行列式实部与虚部都为零时,此时的频率

就是系统的特征频率[2].从该方法的计算过程来

看,逐步搜索法需要对多个频率生成系数矩阵,因

而计算量极其庞大,并且逐步搜索法无法获得数

值相近的特征频率.
为了克服系数矩阵对频率的依赖,Nowak等

提出了多重互易边界单元法[3].Kamiya等应用多

重互易边界单元法计算了声腔特征值问题,虽然

该方法克服了系数矩阵对频率的依赖,但最终形

成的离散方程是以波数为系数的矩阵多项式[4-5],

需要采用LU分解和 Newton迭代求解特征值.
由于该方法同样需要给出预估值作为Newton迭

代初值,因而又被称为增强型的逐步搜索法[6].根

据状态空间形式,Kamiya等[7]将多重互易边界单

元法获得的矩阵多项式转化成广义特征值形式,

然而其系数矩阵的规模有了巨大的增长,使得应

用边界单元法与有限单元法相比没有任何优势.
针对多重互易边界单元法所遇到的上述困

难,Leblanc等采用特解积分边界单元法计算了

声腔特征值问题[8-10].Ali等[11]和王锋等[12]应用

双重互易边界单元法分别分析了二维和三维声场

特征值问题.在原理上,特解积分边界单元法和双

重互易边界单元法都需要解析求解径向基函数的

特解,这就限制了一些插值性质好但形式复杂的

径向基函数的应用.为了克服特解积分法和双重

互易法对特解的依赖,Gao等提出了径向积分边

界单元法[13-14].近年来,多位研究者基于径向积分

边界单元法分析了变系数热传导问题[15-16]、各向



异性板振动问题[17]和非均质土石坝渗流问题[18]

等,但径向积分边界单元法在声学领域的研究工

作还未见报道.本文采用径向积分边界单元法获

得与频率无关的系数矩阵,将声腔特征值问题转

化为广义特征值问题,以克服特解积分法和双重

互易边界单元法对特解的依赖.

1 声学问题的径向积分边界单元法

稳态、线性声场的控制方程为 Helmholtz方

程[19]:

Ñ2p+k2p=0 (1)

式中:Ñ2为Laplace算子;波数k=ω/c,ω是角频

率,c为介质中声速;p为声压幅值.
应用Laplace方程基本解,获得式(1)的积分

方程为

C(P)p(P)=-∫Γ(Q)
[jρkcvn(Q)u*(P,Q)+

p(Q)∂u
*(P,Q)
∂n ]dΓ(Q)+

∫Ω(X)
[u*(P,X)k2p(X)]dΩ(X)

(2)

式中:Ω表示求解域;Γ为Ω 的边界;n是求解域边

界的外法向单位向量;P 表示源点;Q 表示边界Γ
上 的 积 分 点;X 表 示 求 解 域 Ω 内 的 积 分 点;

u*(P,Q)=r(P,Q)/4π,是Laplace方程基本解,

r(P,Q)表示点P和Q的距离;ρ为声学介质密度;

vn 表示声学粒子速度;j= -1,为虚数单位.系

数C(P)在计算内场问题时取值如下[20]:

C(P)=
1; P∈Ω

-∫Γ(Q)

∂u*(P,Q)
∂n dΓ(Q); P∈Γ

ì

î

í

ïï

ïï

(3)

式 (2) 中, 域 积 分 项∫Ω(X)
[u*(P,

X)k2p(X)]dΩ(X)含有待求变量声压p,应用径

向基函数[21]将其近似表示为

p(X)=∑
m

A=1
αAϕ[R(X,A)] (4)

式中:A 表示应用点;m 表示应用点的数量,其值

等于边界点和域内点之和;R(X,A)表示点A 与

X 的距离;ϕ[R(X,A)]表示径向基函数;αA 为待

求系数.对于特解积分边界单元法和双重互易边

界单元法,分别需要解析求得满足式(5)、(6)的

特解[8-12]pi 及p̂A:

Ñ2pi =-k2∑
m

A=1
αAϕ[R(X,A)] (5)

Ñ2p̂A =ϕ[R(X,A)] (6)

相对来说,双重互易边界单元法中对特解的

求解相对容易一些,但是由于式(5)及(6)的存

在,限制了一些插值性质好但形式复杂的径向基

函数在边界单元法中的应用.径向积分法克服了

这个问题,研究表明,四阶样条紧支径向基函数可

给出非常稳定的结果[22],其形式为

ϕ[R(X,A)]=

1-6 R
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+8 R
d
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è
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ø
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-3 R
d
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4
;

 0≤R≤d

0;R≥d
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(7)

式中:d为紧支域的大小.
将式(4)代入式(2),并且应用径向积分法原

理[13-14],式(2)变为

C(P)p(P)=-∫Γ(Q)
[jρkcvn(Q)u*(P,Q)+

p(Q)∂u
*(P,Q)
∂n ]dΓ(Q)+

k2∑
m

A=1
αA∫Γ(Q)∫

r(P,Q)

0
{ {14π×

ϕ[R(X,A)]r(P,X)}dr×

1
r2(P,Q)

∂r
∂n}dΓ(Q) (8)

式 (8)中 积 分 项∫
r(P,Q)

0
{ 14πϕ[R(X,A)]×

r(P,X)}dr的积分变量为r,被积函数ϕ[R(X,

A)]是R(X,A)的函数,根据文献[13]的方法,将

其表示成积分变量r的函数如下:

R(X,A)= r2(P,X)+R2(P,A)-2r(P,X)·R(P,A)

(9)

将式(8)离散为边界元方程为

H'p =-jkG'vn+k2B'p (10)

式(10)中,
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B'=

∫Γ(Q)
fα(P1A1)dΓ(Q)∫Γ(Q)

fα(P1A2)dΓ(Q) …∫Γ(Q)
fα(P1Am)dΓ(Q)

∫Γ(Q)
fα(P2A1)dΓ(Q)∫Γ(Q)

fα(P2A2)dΓ(Q) …∫Γ(Q)
fα(P2Am)dΓ(Q)

︙ ︙ ︙

∫Γ(Q)
fα(PmA1)dΓ(Q)∫Γ(Q)

fα(PmA2)dΓ(Q) …∫Γ(Q)
fα(PmAm)dΓ(Q)
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式(11)中矩阵元素Tij(i=1,2,…,m;j=1,

2,…,m) 由 式 (4) 确 定, 积 分 项

∫Γ(Q)
fα(PiAj)dΓ(Q)表达如下:

∫Γ(Q)
fα(PiAj)dΓ(Q)=∫Γ(Q)∫

r(P
i,Q)

0
{ {ϕ[R(X,Aj)]×

r(Pi,X)14π}dr 1
r2(Pi,Q)×

∂r
∂n}dΓ(Q);

i=1,2,…,m,j=1,2,…,m (12)
传统边界单元法求解稳态声学问题时,采用

Helmholtz方程基本解[20]如下:

u*
H(P,Q)=exp

[-jkr(P,Q)]
4πr(P,Q)

(13)

相应的边界元离散方程[20]为

H(k)p=G(k)vn (14)
系数矩阵H(k)和G(k)是波数的函数,因此

形成非线性声场特征值问题,不得不借助逐步搜

索法求解特征频率.应用逐步搜索法时,针对每个

搜索频率均需要生成系数矩阵,并判断其行列式

是否为零,因而计算量极其庞大,且逐步搜索法无

法获得数值相近的特征频率.应用径向积分边界

单元法获得的边界元离散方程(10)的系数矩阵

H'、G'和B'均与频率无关,通过采用不含波数项

的Laplace方程基本解,将与频率相关的波数项

提出到系数矩阵之外,形成以波数为系数的矩阵

多项式,当边界条件为刚性边界条件时,简化为广

义特征值问题,从而克服了传统边界单元法中系

数矩阵对频率的依赖.

2 算例分析

2.1 三维长方体声波导管内场声辐射问题(算例1)
首先以边长为Lx=1.0m、Ly=0.8m、Lz=

0.6m的三维长方体封闭声场为例,其边界条件

为在x=0处,vn=-1m/s2;在x=1处,p/vn=

ρc,其中,声学介质为空气,声速c=340m/s,密度

ρ=1.21kg/m3,其余表面为刚性边界条件,激励

频率为5.459Hz.根据声学原理,此时封闭声腔

内声压解析解[19]为

p=ρce-ikx (15)

采用不同的网格划分,其中网格1是将长方

体声腔表面划分为94个线性四边形单元;网格2
是将声腔表面划分为320个线性四边形单元,为
了提高计算精度,取54个内点[20].径向积分边界

单元法计算结果与解析解的比较如图1、2所示.
从图1和2可见计算结果和解析解吻合得很好.

图1 声压实部

Fig.1 Realpartofsoundpressure

图2 声压虚部

Fig.2 Imaginarypartofsoundpressure
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2.2 三维长方体声腔特征值问题(算例2)

该算例的几何模型和网格划分与上一问题一

致,各表面边界条件定义为刚性边界条件,其解析

解[23]为

k=π m
Lx

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+ n
Ly

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+ t
Lz

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
;

m,n,t=0,1,2,… (16)

刚性边界条件下,采用径向积分边界单元法

获得的边界元离散方程为

H'p =k2B'p (17)

式(17)为一广义特征值问题.与之相反,采
用传统边界单元法[20]时,式(14)变为

H(k)p=0 (18)

此时系数矩阵H(k)是波数的函数,并且由于

此矩阵是复数矩阵,采用逐步搜索法计算声腔特

征值时,需要保证该矩阵行列式实部、虚部同时等

于零.图3为采用逐步搜索法时声腔特征值的计

算结果.从图中可以看出,在整个计算频率范围

内,系数矩阵H(k)的行列式的量级为10-45,非常

接近于零,因此采用逐步搜索法时,循环截止判据

难以给定.同时,采用逐步搜索法时,针对每一个

给定的初值,只能找到一个特征频率.表1列出了

该模型的前八阶特征频率,其中(0,1,1)、(1,0,1)

和(1,1,0)阶特征频率由于和其他阶特征频率数

值接近,逐步搜索法无法通过其系数矩阵行列式

确定.

图3 传统边界单元法系数矩阵行列式

Fig.3 Determinationofcoefficientmatricesintraditional

boundaryelementmethod

径向积分边界单元法计算结果如表1所示.
从表1可以看出,随着网格细化,计算结果更加精

确.至此,通过算例1和2中径向积分边界单元法

计算结果和解析解的比较,证明了该算法的有效

性.

表1 刚性边界条件下长方体声腔声学模态

Tab.1 Eigenvaluesofarectangularparallelepiped

acoustical cavity with rigid boundary

condition

模态 解析解
网格1 网格2

计算值 误差/% 计算值 误差/%

(0,0,1) 3.14 3.15 0.3 3.15 0.3

(0,1,0) 3.93 3.92 0.3 3.93 0

(0,1,1) 5.03 5.04 0.2 5.04 0.2

(1,0,0) 5.24 5.28 0.8 5.23 0.2

(1,0,1) 6.11 6.14 0.5 6.11 0

(0,0,2) 6.28 6.35 1.1 6.29 0.2

(1,1,0) 6.55 6.59 0.6 6.55 0

(1,1,1) 7.26 7.31 0.7 7.26 0

2.3 声腔特征值问题(算例3)
对于汽车工业或航空工业来说,声腔特征频

率的预测对于实际结构降噪十分重要,为了验证

提出的方法处理实际问题的能力,算例3所计算

的车体几何模型如图4所示,车体表面被划分为

190个线性四边形单元.考虑边界条件为刚性边

界条件,表2列出了有限单元法、文献[9]中的特

解积分边界单元法和径向积分边界单元法的计算

结果.从表2中可以看出,相比于特解积分边界单

元法,径向积分边界单元法采用更少的网格即可

获得更精确的结果.而且,从原理上说,径向积分

边界单元法更是克服了特解积分边界单元法对特

解的依赖,扩展了径向基函数可以选择的函数类

型.

图4 车体几何模型(单位:m)
Fig.4 Cargeometrymodel(unit:m)
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表2 刚性边界条件下车体内腔声学模态

Tab.2 Eigenvaluesofthesoundfieldinthecarcabin

withrigidboundarycondition

解析方法
车体内腔声学模态

1 2 3 4 5

有限单元法(54块单元) 0.710 1.220 1.380 1.490 1.550
特解积分边界单元法[9]

(172面单元)
0.723 1.242 1.458 1.563 1.644

特解积分边界单元法[9]

(688面单元)
0.719 1.221 1.418 1.526 1.592

径 向 积 分 边 界 单 元 法

(190面单元+87内点) 0.718 1.230 1.392 1.489 1.574

3 结 论

基于径向积分边界单元法,建立了处理内场

声学问题的数学模型,并将其应用到内场声辐射

问题和声腔特征值分析之中.采用Laplace方程

基本解生成积分方程,通过径向积分法将在此过

程中产生的域积分项转化为边界积分.此方法克

服了传统边界单元法系数矩阵对频率的依赖,将
内场声学特征值问题转化为广义特征值问题,同
时克服了特解积分法和双重互易边界单元法对特

解的依赖.提供的声辐射和声腔特征值算例表明,
径向积分边界单元法是求解内场声学问题的一种

有效的数值方法.
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Interioracousticanalysisbasedon
radialintegrationboundaryelementmethod

QU Shen, CHEN Hao-ran*

(StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysisforIndustrialEquipment,DalianUniversityofTechnology,

Dalian116024,China)

Abstract:Thetraditionalboundaryelementmethodhasawell-knowndifficultywhencalculating
acousticeigenvalueproblemssincethefundamentalsolutionoftheHelmholtzequationisdependenton
thefrequency.Theintegralequationofacoustics Helmholtzequationisobtainedbyusingthe
fundamentalsolutionofLaplaceequation,andthen,theradialintegrationmethodispresentedto
transformdomainintegralstoboundaryintegrals.Theproposedmethodeliminatesthefrequency
dependencyofthecoefficientmatricesinthetraditionalboundaryelementmethodandthedependence
onparticularsolutionsofthedualreciprocitymethodandtheparticularintegralmethod.Eventually,

theacousticeigenvalueanalysisprocedurebasedontheradialintegrationboundaryelementmethod
resortstoageneralizedeigenvalueproblem.Interioracousticradiationanalysisandacousticeigenvalue
analysisdemonstratethevalidityandaccuracyoftheproposedapproach.

Keywords:radialintegrationboundaryelementmethod;three-dimensionalsoundfield;acoustic
radiation;acousticeigenvalue
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