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广义纳什均衡问题求解的极小极大方法
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摘要:应用正则化Nikaido-Isoda函数,一类广义纳什均衡问题的求解被转化为一个极小极

大问题的求解.利用Fischer-Burmeister函数将与极小极大问题的必要性条件等价的变分不

等式的Karush-Kuhn-Tucker系统转化为一个半光滑方程组.应用牛顿法求解此方程组,并

给出了半光滑牛顿法局部超线性收敛的充分条件.数值结果验证了极小极大方法对解决广义

纳什均衡问题的有效性.
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0 引 言

经典纳什均衡理论的提出是20世纪重大的

科学贡献之一,它对经济学和社会学的发展都有

着深远的影响.但随着实际问题越来越复杂,许

多问题已经很难用经典纳什均衡理论来解决,于

是进一步提出了广义纳什均衡问题.与经典纳什

均衡问题不同,广义纳什均衡问题中每一个博弈

者的策略集不再是一个只依赖于自身决策变量的

集合,这个策略集还依赖于其他博弈者的决策,
这使得广义纳什均衡问题拥有比经典纳什均衡问

题更广泛的应用前景.
近年来,在广义纳什均衡问题的求解方面涌

现出了一些成果[1-7].值得关注的是,作为研究经

典纳什均衡问题解存在性的工具,Nikaido-Isoda
函数被Heusinger等[1]推广到求解广义纳什均衡

问题上来.他们的工作为后续相关研究打好了基

础.受到经典纳什均衡问题可以被转化为一类有

限维变分不等式的启发,Harker[8]证明了广义纳

什均衡问题也等价于一类有限维拟变分不等式问

题.但遗憾的是,至今为止求解拟变分不等式问题

还没有太好的办法,因此这一方法在具体应用中遇

到了很大困难.为了克服这一困难,Nabetani等[9]

提出了用参数变分不等式方法来求解广义纳什均

衡问题.他们给出了在相对较弱的约束规范条件

下,参数变分不等式问题的解集与广义纳什均衡

问题解集的等价性.为了将广义纳什均衡问题中

困扰大家的复杂约束去掉使其成为一个较简单的

经典纳什均衡问题,Pang等[6]提出了求解广义纳

什均衡问题的序列罚方法,并证明了该方法在一

定条件下的全局收敛性.总的来说,关于广义纳什

均衡问题数值方法的研究还处于起步阶段,相关

文献也比较少.基于正则化 Nikaido-Isoda函数,
本文研究将求解广义纳什均衡问题转化为求解一

类极 小 极 大 问 题,并 应 用 Fischer-Burmeister
(F-B)函 数 将 这 个 极 小 极 大 问 题 的 Karush-
Kuhn-Tucker(KKT)系统转化为一个半光滑方程

组,且在一定条件下证明该方程组在解点处的

Clarke广义次微分的非奇异性.

1 预备知识

令X、Y 是有限维向量空间,O是X 中的一个

开集,Φ:O⊆X →Y 是一个定义在O 上的局部

Lipschitz连续函数,由Rademacher定理知,Φ 在

集合O 上几乎处处Frechet可微.用DΦ 表示Φ 在

O上所有Frechet可微点构成的集合,则函数Φ在

x∈O处的Bouligand次微分(B-次微分)∂BΦ(x)



定义为

∂BΦ(x)= {lim
k→¥

JΦ(xk)|xk ∈DΦ,xk →x}

其中JΦ(xk)为Φ 在xk 处的Jacobian矩阵.Φ 在

x处的Clarke广义次微分∂Φ(x)定义为∂BΦ(x)

的凸包:

∂Φ(x)=conv{∂BΦ(x)}

定义1[10] 令Φ:O⊆X→Y是开集O上的局

部Lipschitz连续函数,称Φ在x∈O处半光滑,若
(1)Φ 在x 处方向可微;
(2)对 任 意 Δx ∈ X,Δx → 0 和 V ∈

∂Φ(x+Δx)有

Φ(x+Δx)-Φ(x)-V(Δx)=o(Δx )

进一步,称Φ在x∈O处强半光滑,若Φ在x处半

光滑,并且对于任意 Δx∈X,Δx→0和V ∈
∂Φ(x+Δx),有

Φ(x+Δx)-Φ(x)-V(Δx)=O(Δx 2)

定义2 设 G:Rn → Rn 在 x 处 是 局 部

Lipschitz的,称G在x处是强BD-正则的,若对任

意的H∈∂BG(x)都满足H 是非奇异的.进一步,

若x满足系统G(x)=0且G在x处是强BD-正则

的,那么称x是该系统的强BD-正则解.
本文考虑如下广义纳什均衡问题.设有 N 个

博弈者,将第ν个博弈者ν∈ {1,…,N}的决策变

量记为xν∈Rnν,且令x= (x1 … xN)T ∈Rn

是由这N 个博弈者的决策变量构成的向量,其中

n=n1+…+nN.设对应于第ν个博弈者的效用函

数为θν:Rn →R,策略集为Xν(x-ν)⊆Rnν,那么第

ν个博弈者的模型为

min
xν

θν(xν,x-ν)

s.t. xν∈Xν(x-ν)

令g:Rn →Rm 为所有博弈者的联合约束,X =
{x∈Rn ∣g(x)≥0}是一非空闭凸集合,定义

Xν(x-ν)= {xν∈Rnν ∣(xν,x-ν)∈X}.
在本文接下来的研究中,做以下假设:

假设1 (1)θν 是二次连续可微的,且对于每

一个向量x-ν∈Rn-ν,θν(·,x-ν)是凸的.
(2)g= (g1 … gm)是二次连续可微的,

gi(i=1,…,m)是凹的.
研究广义纳什均衡问题的一个重要工具是

Nikaido-Isoda函数:

Ψ(x,y)=∑
N

ν=1

[θν(xν,x-ν)-θν(yν,x-ν)]

令α>0,正则化Nikaido-Isoda函数定义为

Ψα(x,y)=Ψ(x,y)-α
2 x-y 2

不难得到,Ψα(x,·)关于y是强凹的,因此对于每

一个x∈X,以下问题

max Ψα(x,y)

s.t. y∈X
(1)

有唯一解,记为yα(x),即

yα(x)=argmax
y∈X

Ψα(x,y)

与问题(1)相联系的最优值函数为

Vα(x)=max
y∈X

Ψα(x,y)=Ψα(x,yα(x))

称向量x* ∈X 是广义纳什均衡问题的正则化纳

什均衡解,若Vα(x*)=0.由文献[1]知道,每一

个正则化纳什均衡解都是广义纳什均衡问题的

解,并且x* 是正则化纳什均衡解当且仅当x* 是

优化问题

min Vα(x)

s.t. x∈X
(2)

的解.

2 极小极大问题模型

考虑如下极小极大问题:

min
x∈X
(max

y∈X
Ψα(x,y))

令(x* y*)∈X×X是Ψα(x,y)的鞍点,即对任

意(x y)∈X×X,

Ψα(x*,y)≤Ψα(x*,y*)≤Ψα(x,y*)(3)

则鞍点中向量x部分就是问题(2)的解,因此也是

正则 化 纳 什 均 衡 解.(x* y*)∈ X ×X 是

Ψα(x,y)的鞍点的必要条件为

ÑTxΨα(x*,y*)(x-x*)≥0

- ÑTyΨα(x*,y*)(y-y*)≥0
(4)

问题(4)是一个变分不等式问题.令Y =X×X,
即Y = {z ∈ R2n ∣ G(z)≥ 0},其 中 z =
(xT yT)T,G(z)= (gT(x) gT(y))T,且令

F(z)=
ÑxΨα(x,y)

- ÑyΨα(x,y)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

则问题(4)可以等价地表达为

FT(z*)(z-z*)≥0;∀z∈Y (5)

式(5)的KKT条件为
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 F(z)- ÑG(z)λ=0;0≤λ⊥G(z)≥0 (6)

应用Fischer-Burmeister函数

φ(a,b)= a2+b2 -(a+b)

KKT条件(6)等价地变为

Φ(z,λ)=0 (7)

其中Φ:R2n+2m →R2n+2m 定义为

Φ(z,λ)=

F(z)- ÑG(z)λ

φ(G1(z),λ1)

︙

φ(G2m(z),λ2m)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

在假设1的条件下,Φ(z,λ)是半光滑的.

3 非奇异性定理

令矩阵B是一个n 维方阵,把B 的取向定义

为B 的行列式的符号,令L是Rn 的一个t维子空

间,t≥1,Q是由L的一组基作为列向量构成的矩

阵.称QTBQ 为矩阵B 在子空间L 上的截面,矩阵

B在子空间L 上的取向定义为QTBQ 的取向.
引理1[11] 考虑以下矩阵

M =
 N B

-BT 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

其中N∈Rn×n,B∈Rn×m,m≤n且矩阵B 是列满

秩的.有矩阵M 的取向与N 在子空间Ker(BT)=
{x∣BTx=0}上的取向相同.

引理2[12] 令ω=(z λ)∈R2n+2m,L(ω)=
F(z)- ÑG(z)λ,则H ∈∂Φ(ω)可以表示为

H =
JzL(ω) - ÑG(z)

Da(ω)JG(z)  Db(ω)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

其中Da(ω)=diag{a1(ω),…,a2m(ω)}∈R2m×2m

和Db(ω)=diag{b1(ω),…,b2m(ω)}∈R2m×2m 是

对角阵,第i个对角元素表示为若(Gi(z) λi)≠0,

ai(ω)= Gi(z)
G2i(z)+λ2i

-1

bi(ω)= λi

G2
i(z)+λ2i

-1

若(Gi(z) λi)=0,

ai(ω)=ξi-1,bi(ω)=ρi-1
其中(ξi ρi)满足条件 (ξi ρi)≤1.

下面讨论Φ 在解点ω 处强BD-正则性的条

件.将指标集I= {1,…,2m}分划为

I= {1,…,2m}

I0 = {i∣Gi(z)=0,λi≥0}

I>= {i∣Gi(z)>0,λi =0}

I00 = {i∈I0 ∣λi =0}

I+= {i∈I0 ∣λi>0}

I01 = {i∈I00 ∣ρi =1}

I02 = {i∈I00 ∣ρi<1,ξi<1}

I03 = {i∈I00 ∣ξi =1}

显然有

I=I0 ∪I>,I0 =I00 ∪I+,

I00 =I01 ∪I02 ∪I03
进一步,H ∈∂Φ(ω)可以等价地表示为

H =

JzL - ÑG+ - ÑG01 - ÑG02 - ÑG03 - ÑG>
-JG+ 0 0 0  0  0

-JG01 0 0 0  0  0
(Da)02JG02 0 0 (Db)02  0  0

0 0 0 0 -E  0
0 0 0 0  0 -E

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

(8)

其中(Da)02 和(Db)02 为负定对角阵,为了简便,将

JzL(ω)简记为JzL,ÑG+ (z)简记为ÑG+ 等.

定理1 令ω=(z λ)∈R2n+2m 满足Φ(ω)

=0.若ÑGi(z)(i∈I0)是线性独立的,且JzL(ω)
在子空间Ker(JG+(z))上是正定的,则∂Φ(ω)中
的任意元素非奇异.

证明 任取H∈∂Φ(ω),由式(8)得到,H 非

奇异当且仅当

JzL - ÑG+ - ÑG01 - ÑG02
-JG+ 0 0 0

-JG01 0 0 0
(Da)02JG02 0 0 (Db)02

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

非奇异,进一步等价于矩阵

M =

JzL ÑG+ ÑG01 ÑG02
-JG+ 0 0 0

-JG01 0 0 0

-JG02 0 0 (Da)-102(Db)02

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

的非奇异性.将矩阵M 表示为M =A+D,其中

A=

JzL ÑG+ ÑG01 ÑG02
-JG+ 0 0 0

-JG01 0 0 0

-JG02 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

629 大 连 理 工 大 学 学 报 第53卷 



和

D =

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 (Da)-102(Db)02

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

令r=2n+|I+|+|I01|+|I02|,由文献[13]得

到

det(D+A)=∑
α
detDαα·detAα α

这里,α取遍{1,…,r}的所有子集,α= {1,…,

r}\α,并且假定空矩阵的行列式为1.因此有

det(M)=det(A)+ ∑
∅≠α⊆I02

det(Dαα)·det(Aα α)

由引理1,矩阵A 的取向与JzL(ω)在子空间

Ker((ÑG+ (z) ÑG01(z) ÑG02(z))T)上的取

向相同,因此det(A)>0,同理有det(Aα α)>0.因

为对于任意α⊆I02,都有Dαα 是正定的,这就得到

M 是非奇异的,因此H 也是非奇异的.由H 的任

意性,命题得证.
推论1 令ω=(z λ)∈R2n+2m 满足Φ(ω)

=0.若ÑGi(z)(i∈I0)是线性独立的,且对任意

给定的y,Ψα(·,y)在X是强凸的,则∂Φ(ω)中所

有元素都非奇异.
证明 由定理1可知,只需证明JzL(ω)是正

定的.因为

L(ω)=F(z)- ÑG(z)λ=
ÑxΨα(x,y)- Ñg(x)λ1

- ÑyΨα(x,y)- Ñg(y)λ2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

有

JzL(ω)=
Jx(ÑxΨα(x,y))-Jx(Ñg(x)λ1) Jy(ÑxΨα(x,y))-Jy(Ñg(x)λ1)

-Jx(ÑyΨα(x,y))-Jx(Ñg(y)λ2) -Jy(ÑyΨα(x,y))-Jy(Ñg(y)λ2)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

Ñ2xxΨα(x,y)-Jx(Ñg(x)λ1) Ñ2xyΨα(x,y)

- Ñ2yxΨα(x,y) - Ñ2yyΨα(x,y)-Jy(Ñg(y)λ2)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

Ñ2xxΨα(x,y) Ñ2xyΨα(x,y)

- Ñ2yxΨα(x,y) - Ñ2yyΨα(x,y)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷+

-Jx(Ñg(x)λ1) 0

0 -Jy(Ñg(y)λ2)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

因为矩阵

-Jx(Ñg(x)λ1) 0

0 -Jy(Ñg(y)λ2)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

是半正定的,因此若能证明矩阵

Ñ2xxΨα(x,y) Ñ2xyΨα(x,y)

- Ñ2yxΨα(x,y) - Ñ2yyΨα(x,y)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

是正定的,则JzL(ω)的正定性就显然成立.事实

上,对于任意0≠ (x1 x2)∈R2n,

(xT1 xT2)
Ñ2xxΨα(x,y) Ñ2xyΨα(x,y)

- Ñ2yxΨα(x,y)- Ñ2yyΨα(x,y)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷
x1
x2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

xT1 Ñ2xxΨα(x,y)x1-xT2 Ñ2yxΨα(x,y)x1+
xT1 Ñ2xyΨα(x,y)x2-xT2 Ñ2yyΨα(x,y)x2 =

xT1 Ñ2xxΨα(x,y)x1-xT2 Ñ2yyΨα(x,y)x2 (9)

由-Ψα(x,·)和Ψα(·,y)的强凸性得到

xT1 Ñ2xxΨα(x,y)x1-xT2 Ñ2yyΨα(x,y)x2 >0

这就意味着
Ñ2xxΨα(x,y) Ñ2xyΨα(x,y)

-Ñ2yxΨα(x,y) -Ñ2yyΨα(x,y)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 是

正定的.证明完成.

4 算法与数值结果

用半光滑牛顿法求解系统(7),有 Φ(ω)=
Φ(z,λ)=0.首先定义度量函数

Θ(ω)= 12ΦT(ω)Φ(ω)= 12 Φ(ω)2

Θ 是连续可微的,且ÑΘ(ω)=HTΦ(ω),其中 H

∈∂Φ(ω).
算法1
步骤0 选取ω0 = (z0 λ0)∈R2n ×R2m,

ρ>0,κ>0,σ∈ (0,12 ),β∈(0,1),ε≥0,置k=

0.
步骤1 若 ÑΘ(ωk)≤ε,停止,否则转入

步骤2.
步骤2 选取Hk ∈∂BΦ(ωk),求解

Hkd=-Φ(ωk) (10)

的解dk.如果式(10)不可解或者解得的dk 不满足

条件
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ÑΘT(ωk)dk ≤-ρdk κ

则置dk =- ÑΘ(ωk).
步骤3 令tk 是{βj ∣j=0,1,2,…}中的最

大者,并且满足

Θ(ωk+tkdk)≤Θ(ωk)+tkσÑΘT(ωk)dk

步骤4 置ωk+1=ωk+tkdk,k=k+1,转步

骤1.
下述定理给出了算法1的收敛性和收敛速

度,定理的证明可参考文献[14].
定理2 假设算法1不在有限步终止,令

{ωk}是由算法1产生的序列,则序列{ωk}的每一

个聚点ω* 都是Θ 的稳定点.进一步,若ω* 是系

统Φ(ω)=0的强BD-正则解,则{ωk}超线性收

敛于ω*.
例1 此Internet网络模型广义纳什均衡问

题取自文献[15].在这个问题中,每一个博弈者的

效用函数为

θν(x)=xν

B - xν

∑
N

ν=1
xν

要满 足 约 束 条 件 xν ≥ 0.01,ν = 1,…,N 且

∑
N

ν=1
xν≤B.取N =10,B=1,且设初始点x0 =

(0.10 0.11 0.12 …)T ∈R10.这个问题的精

确解为x* = (0.09 0.09 … 0.09)T.在表1
中给出x的前3个分量的计算结果.

表1 例1的数值结果

Tab.1 NumericalresultsforExample1

k xk
1 xk

2 xk
3 步长

0 0.1000 0.1100 0.1200 0
1 0.1349 0.1312 0.1275 1
2 0.0744 0.0766 0.0787 1
3 0.0884 0.0887 0.0890 1
4 0.0899 0.0899 0.0899 1
5 0.0900 0.0900 0.0900 1

例2 此广义纳什均衡问题是一个河流污染

模型,取自文献[1]和[16].在这个模型中假设有

3个博弈者,每一个博弈者ν的决策变量xν∈R并

且他的效用函数定义为

θν(x)=xν(c1ν+c2νxν-d1+d2(x1+x2+x3))

3个博弈者都满足条件

μ11e1x1+μ21e2x2+μ31e3x3 ≤K1

μ12e1x1+μ22e2x2+μ32e3x3 ≤K2

其中d1=3.0,d2=0.01,K1=K2=100.表2中

给出常数c1ν、c2ν、eν、μν1和μν2的值.在表3中,给出

相应的数值结果.

表2 例2中各常数的取值

Tab.2 ConstantsforExample2

ν c1ν c2ν eν μν1 μν2

1 0.10 0.01 0.50 6.5 4.583
2 0.12 0.05 0.25 5.0 6.250
3 0.15 0.01 0.75 5.5 3.750

表3 例2的数值结果

Tab.3 NumericalresultsforExample2

k xk
1 xk

2 xk
3 步长

0 0 0 0 0
1 9.2089 2.4812 8.9316 0.1664
2 11.5311 3.1069 11.1839 0.0503
3 12.7441 3.4338 12.3603 0.0277
4 13.1008 3.5299 12.7064 0.0083
5 13.1597 3.5457 12.7635 0.0014
6 13.1775 3.5505 12.7807 0.0004
7 13.1829 3.5520 12.7859 0.0002
8 21.1754 16.0268 2.7716 1
9 21.1492 16.0277 2.7326 1
10 21.1449 16.0278 2.7261 1
11 21.1447 16.0278 2.7259 1

在达到相同精度的条件下,例1在文献[15]

中经过了26步迭代.例2在文献[1]中经过了18
步迭代,在文献[16]中经过了20步迭代.

5 结 语

基于正则化 Nikaido-Isoda函数,本文研究

了求解一类广义纳什均衡问题的极小极大方法.
在给出正则化纳什均衡解与鞍点的关系之后,将

极小极大问题的必要性条件等价于一个变分不等

式问题,并将变分不等式问题的KKT条件等价

于一个半光滑方程组.为了应用半光滑牛顿法求

解该方程组,在一定的条件下证明了半光滑方程

组在解点处的强BD-正则性.最后的数值结果显

示了方法的有效性.
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AminimaxapproachtosolvinggeneralizedNashequilibriumproblem

HOU Jian*, ZHANG Li-wei

(SchoolofMathematicalSciences,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:UsingtheregularizedNikaido-Isodafunction,thegeneralizedNashequilibriumproblemis
reformulatedasaminimaxproblem.BasedonFischer-Burmeisterfunction,theKarush-Kuhn-Tucker
systemofthevariationalinequalityproblemequivalenttothenecessaryconditionsforthisminimax
problem,istransformedintoasemismoothsystemofequations.ThesemismoothNewtonmethodis
usedtosolvethesystem andsufficientconditionsforthelocalsuperlinearconvergenceofthe
semismoothNewton methodarederived.Numericalresultsshowthattheminimaxapproachto
solvingthegeneralizedNashequilibriumproblemispractical.

Keywords:Nashequilibriumproblem;generalizedNashequilibriumproblem;variationalinequality;

semismoothNewtonmethod
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