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摘要:具有学习效应的任务的加工时间和带有准备时间的任务问题是排序论中的重要研究

内容,它们对任务的完工时间有重要影响.研究了具有学习效应且带有准备时间的任务单机

排序问题,其中学习效应指的是任务的实际加工时间是该已经排好的任务对数加工时间的递

减函数,目标函数为最小化总完工时间.这个问题是NP-难问题.用分支定界法给出了此问题

的最优解,为了提高分支定界法的运行效率,同时给出了一个启发式算法、几个优势性质和两

个下界.计算结果表明分支定界法和启发式算法求解此问题非常有效.
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0 引 言

带有学习效应的排序问题目前越来越受到人

们的关注.在经典的排序问题中,任务的加工时间

通常被认为是确定的常数.然而在实际生活中,任

务的加工时间却会随着机器磨合度的增加、技术

工人熟练度的提升等因素而缩短,这个现象被称

为学习效应.从Biskup[1]首次提出具有学习效应

的排序问题后,就不断有大量学者在这方面投入

研究.王吉波等[2]研究了单机排序中的一般学习

效应———Dejong学习效应,并给出了在这种情况

下的单机最大完工时间问题、总完工时间问题及

两类多目标问题的多项式时间算法.文献[3]研究

了具有学习效应的流水作业排序问题,对最大完

工时间问题和总完工时间问题给出了一些结果.

文献[4]研究了在学习效应下的两个单机排序问

题,把加权加工时间优先(WSPT)规则及最小工

期优先(EDD)规则作为加权完工时间及最大延

迟排序问题的启发式算法,同时分析了这两个算

法的最坏情况界.此外,Wu等[5]利用启发式算法

研究在学习效应下的最大延误问题.Wang等[6]

还研究了在学习效应下的单机排序问题,这里的

学习效应指的是任务的加工时间与已经排好的任

务的加工时间有关.他们对加权总完工时间、最大

延迟及总误工数问题分别给出了启发式算法,并

分析了这些算法的最坏情况界.Cheng等[7]提出

了具有对数加工时间学习效应的排序模型,即任

务的加工时间与已经排好的任务的对数加工时间

有关.他们对几个正则目标函数分别给出了一些

结论.Wu等[8]研究了具有学习效应的单机排序

问题,其中每个任务都有准备时间.对最大完工时

间问题,他们给出了分支定界算法.文献[9]研究

了任务加工时间具有一般学习效应的流水作业排

序问题,对最大完工时间、总完工时间、加权总完

工时间、加权总折扣完工时间及完工时间平方和

问题分别给出了启发式算法,并分析了这些算法

的最坏情况界.Wu等[10]对加权总完工时间问题,

给出了遗传算法.Wang等[11]研究了具有学习效



应和恶化效应的任务加工时间流水作业排序问

题,机器限定为两台,目标函数为极小化最大完工

时间.对此问题,他们给出了分支定界算法.其他

最新的关于学习效应的文章可参考文献[12-16].

关于具有学习效应的排序问题方面的综述,可参

考文献[17].

与此同时,研究带准备时间的学习效应模型

的学者还不是太多,但是在实际生活中,任务的准

备时间在很多情况下都是必不可少的,文献 [8]

和[10]研究了如下学习效应模型,即任务Jj 被放

在第β个位置进行加工,则它的实际加工时间pjβ

=pj (1-∑
β-1

l=1
p[l] ∑

n

l=1
pl)

α
,其中α≥1为学习因

子.然而此模型有不足之处,即任务的加工时间

下降得太快,所以Cheng等[7]提出了具有对数加

工时间学习效应的排序模型.本文在其基础上引

入准备时间因素,对总完工时间问题进行讨论.没

有学习效应的此问题是NP-难的,有学习效应的

问题更是NP-难的,本文给出几条优势性质、两个

下界及一个启发式算法,并提出分支定界法.

1 问题描述

设有n个任务{J1,J2,…,Jn}要在同一台机

器上加工.机器同一时间只能加工一个任务,并且

任务在加工过程中不允许中断.每个任务Jj 都有

一个基本的加工时间pj 和一个准备时间rj.同文

献[7]中一样,如果任务被放在第β个位置进行加

工,则 任 务 Jj 的 实 际 加 工 时 间 为 pjβ =

pj 1+∑
β-1

l=1
lnp[l]( )

a,其中lnpj≥1,a<0为学习

因子,p[j]表示排在第j个位置任务的正常加工时

间.令Cj(S)表示在排序S中任务Jj的完工时间,

目标是寻找一个最优排序使总完工时间∑Cj 最

小.

2 优势性质

首先,本文将提出一些基于相邻任务两两交

换方法的优势性质.设S = (π,Ji,Jj,π'),S'=

(π,Jj,Ji,π'),其中π和π'是部分排序.其次,假

设π中有β-1个任务,那么在S中Ji 和Jj 分别

是第β个位置和第β+1个位置加工的任务,在S'
中Jj 和Ji 分别是第β个位置和第β+1个位置加

工的任务.为了表明排序S 优于S',需要证明

Cj(S)<Ci(S')以及Ci(S)+Cj(S)<Ci(S')+

Cj(S').此外,本文假设A为部分排序π中最后一

个任务的完工时间.

引理1[7] 如果λ>1,0<∂≤1,k≥1,则

(λ-1)+(1+∂lnλ+∂k)a -λ(1+∂k)a >0.

性质 1 如 果rj > A >ri,A +pi(1+

∑
β-1

l=1
lnp[l])

a

>rj,且pi<pj,则S优于S'.

证明 因 为 rj > A >ri,A + Pi(1+

∑
β-1

l=1
lnp[l])

a

>rj,任务Ji 和Jj 在排序S 和S'中

的完工时间分别为

Ci(S)=A+pi 1+∑
β-1

l=1
lnp[l]( )

a

Cj(S)=A+pi 1+∑
β-1

l=1
lnp[l]( )

a
+

pj 1+∑
β-1

l=1
lnp[l]+lnpi( )

a

Cj(S')=rj+pj 1+∑
β-1

l=1
lnp[l]( )

a

Ci(S')=rj+pj 1+∑
β-1

l=1
lnp[l]( )

a
+

pi(1+∑
β-1

l=1
lnp[l]+lnpj)

a

又因为pi<pj,所以

Ci(S')-Cj(S)=(rj-A)+pj 1+∑
β-1

l=1
lnp[l]( )

a
+

pi(1+∑
β-1

l=1
lnp[l]+lnpj )

a

-

pi 1+∑
β-1

l=1
lnp[l]( )

a
-

pj 1+∑
β-1

l=1
lnp[l]+lnpi( )

a
=

(rj-A)+pi 1+∑
β-1

l=1
lnp[l]( )

a
×
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[pj

pi
+ (1+lnpj

1+∑
β-1

l=1
lnp[l]( ) )

a

-1-

pj

pi
(1+lnpi 1+∑

β-1

l=1
lnp[l]( )

a
]

(1)

令λ=pj

pi
>1,0<∂= 1

1+∑
β-1

l=1
lnp[l]

≤1,k=

lnpi≥1,由式(1)和引理1,可得

Ci(S')-Cj(S)=(rj-A)+pi 1+∑
β-1

l=1
lnp[l]( )

a
×

[(λ-1)+(1+∂lnλ+∂k)a -

λ(1+∂k)a]>0

[Cj(S')+Ci(S')]-[Ci(S)+Cj(S)]=

2(rj-A)+2pj 1+∑
β-1

l=1
lnp[l]( )

a
+pi(1+

∑
β-1

l=1
lnp[l]+lnpj )

a

-2pi(1+∑
β-1

l=1
lnp[l])

a

-

pj (1+∑
β-1

l=1
lnp[l]+lnpi)

a

=

2(rj-A)+pi 1+∑
β-1

l=1
lnp[l]( )

a
×

[2pj

pi
+ 1+lnpj 1+∑

β-1

l=1
lnp[l]( )( )

a

-

2-pj

pi
1+lnpi 1+∑

β-1

l=1
lnp[l]( )( )

a

] =

2(rj-A)+pi 1+∑
β-1

l=1
lnp[l]( )

a[2(λ-1)+

(1+∂lnλ+∂k)a -λ(1+∂k)a]>0 (2)

从式(1)和(2)可得排序S优于S'.性质1证毕.

性质2~6的证明与性质1的证明类似,在此

不一一证明,直接给出.

性质 2 如 果rj >ri > A,ri +pi(1+

∑
β-1

l=1
lnp[l])

a

>rj,且pi<pj,则S优于S'.

性质3 如 果 max{A,ri} + pi(1 +

∑
β-1

l=1
lnp[l])

a

<rj,则S优于S'.

性质4 如 果ri > A >rj,A +pj (1+

∑
β-1

l=1
lnp[l])

a

>ri,pi<pj 且

pj [ (1+∑
β-1

l=1
lnp[l])

a

-(1+∑
β-1

l=1
lnp[l]+lnpi)

a

]>

(ri-A)+pi[ (1+∑
β-1

l=1
lnp[l])

a

-

(1+∑
β-1

l=1
lnp[l]+lnpj )

a

]
则S优于S'.

性质5 如果A>max{ri,rj},且pi<pj,

则排序S优于S'.

性质 6 如果ri >rj > A,rj +pj (1+

∑
β-1

l=1
lnp[l])

a

>ri,pi<pj 且

pj 1+∑
β-1

l=1
lnp[l]( )

a
- 1+∑

β-1

l=1
lnp[l]+lnpi( )

a
[ ]>

(ri-rj)+pi[ 1+∑
β-1

l=1
lnp[l]( )

a
-

1+∑
β-1

l=1
lnp[l]+lnpj( )

a
]

则S优于S'.

3 下 界

分支定界法在很大程度上依赖于下界的确定

来减少分支,以提高搜索效率.在这个部分,本文

将提出两个下界以达到快速剪枝的目的.假设Sp
为部分排序,其中前k项任务的排序是确定的.此

外,令S为包含Sp 的完整排序.由定义可知,第k

+1个位置任务的完工时间为

C[k+1](S)=max{C[k](S),r[k+1]}+p[k+1]×

1+∑
k

l=1
lnp[l]( )

a
≥

C[k](S)+p[k+1]1+∑
k

l=1
lnp[l]( )

a

类似地,第k+δ个位置的任务的完工时间为

 C[k+δ](S)≥C[k](S)+∑
δ

j=1
p[k+j]×

1+∑
k+j-1

l=1
lnp[l]( )

a;1≤δ≤n-k

因此,排序S的总完工时间为
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Ct(S)=∑
k

j=1
C[j](S)+∑

n-k

j=1
C[k+j](S)≥

∑
k

j=1
C[j](S)+∑

n-k

j=1
[(n-k-j+1)×

p[k+j](1+∑
k+j-1

l=1
lnp[l])

a

] +

(n-k)C[k](S) (3)

从式(3)中可以发现,不等式右边第一项和最后

一项是已知的(因为前k 项任务的排序是确定

的),所以排序S的总完工时间的下界可以通过极

小化不等式右边第二项来获得.∑
n-k

j=1

(n-k-j+

1)p[k+j](1+∑
k+j-1

l=1
lnp[l])

a
是S中除去Sp的部分任

务的总完工时间,此项可根据最小加工时间优先

(SPT)规则将未排序的任务进行排序[7],以此来

达到极小化的目的.因此,第一个下界为

Bl1 =∑
k

j=1
C[j](S)+∑

n-k

j=1
[(n-k-j+1)×

p(k+j)(1+∑
k

l=1
lnp[l]+∑

k+j-1

l=k+1
lnp(l))

a

] +

(n-k)C[k](S) (4)

其中那些仍未排序的任务是按照任务的正常加工时

间不减的顺序进行排列的,即p(k+1)≤p(k+2)≤ …

≤p(n).

另一方面,如果任务的准备时间太长则会导

致式(4)中所示下界太小.为了解决这个问题,得

出了一个考虑准备时间的第二个下界.在这种情

况下,第k+1个位置任务的完工时间为

C[k+1](S)=max{C[k](S),r[k+1]}+p[k+1]×

(1+∑
k

l=1
lnp[l])

a

≥

r[k+1]+p[k+1](1+∑
k

l=1
lnp[l])

a

类似地,第k+α个位置任务的完工时间为

C[k+α](S)≥r[k+α]+p[k+α](1+∑
k+α-1

l=1
lnp[l])

a
;

1≤α≤n-k
因此,排序S的总完工时间为

Ct(S)=∑
k

j=1
C[j](S)+∑

n-k

j=1
C[k+j](S)≥

∑
k

j=1
C[j](S)+∑

n-k

j=1
r[k+j]+

∑
n-k

j=1
p[k+j](1+∑

k+j-1

l=1
lnp[l])

a
(5)

从式(5)中可以看到,不等式右边的前两项都是

已知的,所以排序S的总完工时间的下界可以通

过极小化不等式右边第三项来获得.∑
n-k

j=1
p[k+j]×

(1+∑
k+j-1

l=1
lnp[l])

a
是S中除去Sp的部分任务的最

大完工时间,此项可以根据SPT规则将未排序的

任务进行排序[7],以此来达到极小化的目的.因

此,第二个下界为

 Bl2 =∑
k

j=1
C[j](S)+∑

n-k

j=1
[r[k+j]+

p(k+j)(1+∑
k

l=1
lnp[l]+∑

k+j-1

l=k+1
lnp(l))

a

]

(6)

为了使目标函数的下界更严谨,取式(4)和(6)中

的较大者作为部分排序Sp 的下界,即

Bl=max{Bl1,Bl2}

下面举例来说明如何用分支定界法来求解此问

题.

例1 n =4,它们的加工时间向量 p =
(3 18 20 10), 准 备 时 间 向 量 r =
(35 36 57 68),学习因子a=-0.322,则根

据上文提到的计算下界的方法可以得到分支过

程,如图1所示.其中工件J1 固定的下界计算过

程如下:

图1 分支定界法搜索树

Fig.1 Searchtreeofbranch-and-boundalgorithm

由于工件J1 固定,根据式(4)及式(6)给出
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的计算下界方法,将数值代入得

Bl1=C1(S)+∑
3

j=1

(4-j)p(1+j)(1+lnp1+

∑
j

l=2
lnp(l))

a

+3C1(S)= (r1+p1)+

3p4(1+lnp1)a +2p2(1+lnp1+

lnp4)a +p3(1+lnp1+lnp4+lnp2)a +

3(r1+p1)=38+3×10×(1+ln3)-0.322+

2×18×(1+ln3+ln10)-0.322+20×(1+

ln3+ln10+ln18)-0.322+3×38=208.52

Bl2 =C1(S)+∑
3

j=1
r[1+j]+∑

3

j=1
p(1+j)(1+lnp1+

∑
j

l=2
lnp(l))

a

= (r1+p1)+(r4+r2+

r3)+p4(1+lnp1)a +p2(1+lnp1+

lnp4)a+p3(1+lnp1+lnp4+lnp2)a =

38+(68+36+57)+10(1+ln3)-0.322+

18(1+ln3+ln10)-0.322+20×

(1+ln3+ln10+ln18)-0.322 =228.60

因为Bl=max{Bl1,Bl2},所以Bl=228.60,

即工件J1固定的下界为228.60.其余下界的计算

过程类似,在此不再一一列出.从图1可以看出,

最优排序为[T1,T2,T3,T4],最优值为233.14.

4 启发式算法及数值仿真

为了提高分支定界法的搜索效率,下面给出

一个启发式算法来确定上界,如此,在分支过程

中,如有下界大于这个上界的分支可以直接进行

剪枝.

启发式算法1:

步骤1 按工件的准备时间非减顺序排列,

即r1 ≤r2 ≤ … ≤rn;

步骤2 按工件的正常加工时间非减顺序排

列,即p1 ≤p2 ≤ … ≤pn;

步骤3 计算工件准备时间与其自身的正常

加工时间的和,然后对这个和进行非减顺序排列,

即r1+p1 ≤r2+p2 ≤ … ≤pn +rn;

步骤4 从步骤1到步骤3中选取总完工时

间最小的解,得到一个初始排序S0;

步骤5 置k=1;

步骤6 置i=k+1;

步骤7 通过交换第k和第i个工件得到新

的排序S1,如果排序S1 的总完工时间小于S0,则

用S1 代替S0;

步骤8 如果i<n,那么置i=i+1,转步骤

7.

步骤9 如果k<n-1,那么置k=k+1,

转步骤6;否则,停止.

下面通过对前面提到的分支定界法和启发式

算法进行数值仿真,来测试算法的有效性.通过

C#语言编程,在个人计算机(硬件环境:AMD

AthlonIIX3445处理器,2GB内存;软件环境:

SharpDevelop2.0)上运行,选取4个不同工件数

n=10,11,12,13,对于不同的工件数n,再随机选

取10组数,其中工件的加工时间pj 在[3,100]随

机产生,工件的准备时间rj 在[1,50]随机产生,

学习效应因子a分别取-0.1、-0.5、-0.9.对于

分支定界法,分别给出平均和最大计算时间(单位

ms)、平均和最大搜索节点数2个指标.对于启发

式算法1,给出启发式算法得到的解与最优解的

平 均 相 对 误 差 ( (∑Cj(H)- ∑Cj(S*))

∑Cj(S*),其中 H 代表启发式算法1得到的排

序,S* 代表分支定界法得到的最优排序 ) 和最大

相对误差,由于启发式算法的计算时间非常短,这

里省略,具体结果见表1.从表1能够看到分支定

界法比较有效,对13个工件的最大计算时间为

4103312ms.再有,启发式算法1的结果非常有

效,大部分实例产生最优排序,最大相对误差为

2.2%.
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表1 计算结果

Tab.1 Computationalresults

n a
分支定界法计算时间/ms 分支定界法搜索节点数 启发式算法1的相对误差

平均值 最大值 平均值 最大值 平均值 最大值

-0.1 1678.100 3235 82199.500 170880 0 0

10 -0.5 1084.400 1813 50652.500 86346 0 0

-0.9 1146.900 2531 56075.700 134012 0.002 0.022

-0.1 10209.400 19140 401618.700 758630 0 0

11 -0.5 14726.500 44187 610773.300 1920984 0.003 0.016

-0.9 10773.500 21500 423804.900 913644 0.003 0.017

-0.1 56751.500 111297 1799771.200 3628691 0 0

12 -0.5 85731.300 221000 2757305.500 7373708 0 0.001

-0.9 126010.900 428625 4261579.400 15831196 0.006 0.020

-0.1 1501273.250 4103312 36561806.600 109764508 0 0

13 -0.5 876928.000 2382031 21083068.200 60733369 0.003 0.016

-0.9 565781.200 1098093 13114934.800 25875798 0.003 0.011

5 结 语

现实生活中,有很多任务具有准备时间且有

些任务的准备时间足以影响整个加工过程的进

行,所以合理地考虑准备时间的影响是很有必要

的.本文研究了一个有关对数学习效应且带有准

备时间的单机排序问题,目标函数为总完工时间.
此问题是NP-难的,为了找出此问题的最优排序,

文中给出了几个优势性质、一个启发式算法以及

两个下界来减少搜索范围.对于其他情况下带有

准备时间的学习效应排序问题,比如多机问题、其

他目标函数问题等,是以后要研究的方向.
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Single-machinelearningeffectschedulingjobswithreleasetime

WANG Ji-bo*1,2, LIU Lu1

(1.SchoolofEconomicsandManagement,ShenyangAerospaceUniversity,Shenyang110136,China;

2.StateKeyLaboratoryforManufacturingSystemsEngineering,Xi'anJiaotongUniversity,Xi'an710054,China)

Abstract:Theprocessingtimeofjobswithalearningeffectandthejobswithreleasetimearethe
importantresearchcontentinscheduling,whichhaveimportanteffectsonthecompletiontimeof

jobs.Asingle-machinelearningeffectschedulingproblemwithjobreleasetimeisconsidered,where

thelearningeffectmeansthattheactualprocessingtimeofajobisadecreasingfunctionoftotal

logarithmnormalprocessingtimeofjobsinfrontofitinthesequence,theobjectivefunctionisto

minimizethetotalcompletiontime.Thisproblemiswell-knownNP-hard,andabranch-and-bound

algorithmisproposedtosolvetheproblem.Aheuristicalgorithm,severaldominancepropertiesand

twolowerboundsarederivedtospeeduptheeliminationprocessofthebranch-and-boundalgorithm.

Computationalresultsshowthattheproposedheuristicalgorithmandthebranch-and-boundalgorithm

canperformeffectivelyandefficiently.

Keywords:scheduling;single-machine;learningeffect;releasetime
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