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摘要:研究一些偶单圈图按其Laplace谱半径排序的问题.利用扩圈变换对偶单圈图S1k 的

Laplace谱半径影响的证明方法,得出了顶点数为k+2,圈长为k(k≥10)的偶单圈图C(k+
2,k)按其Laplace谱半径从大到小的顺序依次排在前三位和最后一位的单圈图.
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0 引 言

设G是n阶连通简单图,其顶点集为V(G)=
{v1,v2,…,vn},边集为E(G)= {e1,e2,…,en}.G
的阶数是指G 的顶点个数.G的Laplace矩阵定义

为L(G)=D(G)-A(G),其中A(G)和D(G)分

别为G的邻接矩阵和度对角矩阵.G的Laplace特

征多项式为Φ(G)=det(xI-L(G)),它的根称为

G 的Laplace特征值.既然L(G)是半正定的实对

称矩阵,其所有的特征值都是实数,不妨记为

μ1(G)≥…≥μn(G)=0,其中μ1(G)也称为G的

Laplace谱半径.
图的Laplace特征值的研究是非常活跃的研

究课题,已经有许多结果[1-5],它的研究不仅对图

论本身有意义,而且对其他学科,例如物理、化学、

生物也有非常重大的意义,因而越来越受到人们

的关注[4-7].
单圈图是边数等于顶点数的简单连通图,它

可以看成是树在不相邻的两个顶点间连一条边得

到的.如果单圈图的圈长为偶数,也称单圈图为

偶单圈图.单圈图的邻接谱和Laplace谱的研究

已有许多[8-9].而对于阶数和圈长固定的单圈图的

Laplace谱半径的最小值问题仍未考虑.这里先考

虑一些特殊的偶单圈图的Laplace谱半径的最小

值问题.
记Ck 是有k 个顶点的圈,C2k(i,j,a)是在圈

Ck 的顶点u、v上分别接出i条和j条悬挂边后得

到的单圈图,Ck 按逆时针方向来看,设u、v之间的

顶点数(不含u、v)为a,其中i,j≥1,1≤a≤[(k

-2)/2].其他记号可参考文献[10].

1 用到的引理

引理1[11] 记Dn 是n阶矩阵,它是从路Pn+2

对应的L(Pn+2)(n≥1)中删掉两个悬挂点所对应

的行和 列 后 得 到 的 矩 阵,其 特 征 多 项 式 记 为

Φ(Dn),规定Φ(D0)=1,Φ(D-n)=0.则

(1)xΦ(Dn-1)=Φ(Pn);

(2)Φ(Dn+1)= (x-2)Φ(Dn)-Φ(Dn-1);

(3)Φ(Dm+1)Φ(Dn) - Φ(Dm)Φ(Dn+1) =

Φ(Dm)Φ(Dn-1)-Φ(Dm-1)Φ(Dn);

(4)Φ(Cn)=Φ(Dn)-Φ(Dn-2)+2(-1)n+1.
从引 理 1(1)可 知,Dn 的 特 征 值 是 2+

2cos iπ
n+1

(1≤i≤n),全部小于4,此外Φ(Dn)还

有一些其他的性质.
引理 2 给 定 n 阶 矩 阵 Dn(n ≥ 1),则



Φ2(Dn)=Φ(Dn+1)Φ(Dn-1)+1.
证明 由引理1(2)可知,

Φ(Dn+1) Φ(Dn)

Φ(Dn) Φ(Dn-1)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

x-2 -1

1 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷×

Φ(Dn) Φ(Dn-1)

Φ(Dn-1) Φ(Dn-2)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

两边取行列式可得

Φ2(Dn)-Φ(Dn+1)Φ(Dn-1)=

Φ2(Dn-1)-Φ(Dn)Φ(Dn-2)= … =

Φ2(D1)-Φ(D2)Φ(D0)=1

引理3 给定n阶矩阵Dn(n≥1),则当x≥

4时,Φ(Dn)>Φ(Dn-1).

证明 利用数学归纳法:

当k=1时,Φ(D1)=x-2,Φ(D0)=1,故当

x≥4时,Φ(D1)>Φ(D0).

假设当k≤n时,Φ(Dk)>Φ(Dk-1).

当k=n+1时,由引理1(2)及假设知,

Φ(Dn+1)-Φ(Dn)= (x-3)Φ(Dn)-Φ(Dn-1)>
(x-4)Φ(Dn-1)≥0

故结论成立.
下面给出单圈图的一些变换性质.
引理4 当k为偶数时,μ1(S1k+2)<μ1(S1k).

引理4中从S1k 到S1
k+2 的变换称为扩圈变换.

此结论从文献[12]中也可得到,但是在后面证明

定理需要用到下面给出的证明,因而这里给出了

它的新的证明方法.
证明 不妨用k 表示任意的大于3的正整

数,由引理1(4)及文献[10]中引理1知,

Φ(S1k)-Φ(S1k+2)=(x-1)[Φ(Ck)-Φ(Ck+2)]+

x[Φ(Dk+1)-Φ(Dk-1)]=

-x[(x2-6x+6)Φ(Dk)+

2Φ(Dk-1)] (1)

令P(x,k)=(x2-6x+6)Φ(Dk)+2Φ(Dk-1),其

中x2-6x+6=0的根为r1=3- 3,r2=3+ 3.

当x ≥r2 时,P(x,k)>0;由 引 理 3 知

P(4,k)<0;进一步

sgn(P(μi(Dk),k))=sgn(2∏
k-1

j=1

(μi(Dk)-

μj(Dk-1))) = (-1)i-1;

i=1,…,k

sgn(P(μi(Dk-1),k))=sgn(2(x-r1)(x-r2)×

∏
k

j=1

(μi(Dk-1)-μj(Dk)))
其中sgn为实数集R上的符号函数,即

sgn(x)=

1; x>0

0; x=0

-1; x<0

ì

î

í

ï
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ïï

情形1 若存在指标m 满足μm(Dk-1)=r1,

那么

sgn(P(μi(Dk-1),k))=

(-1)i-1;1≤i≤m-1

0; μm(Dk-1)=r1
(-1)i;m+1≤i≤k-1

ì
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由Φ(Dk)的根的特点可知1<m<k-1.由

连续函数的零点定理可知,P(x,k)至少有k+1
个 实 根 t0,t1,…,tm,r1,tm+1,…,tk-1 满 足

μk-1(Dk-1)<tk-1<μk-1(Dk)< … <μm+1(Dk-1)

<tm+1<μm+1(Dk)<μm(Dk-1)=r1<μm(Dk)<

tm <μm-1(Dk-1)<…<μ2(Dk)<t2<μ1(Dk-1)

<μ1(Dk)<t1 <4<t0 <r2.
情形2 若存在指标 m 满足μm+1(Dk)≤

r1 <μm(Dk-1), 那 么 sgn(P(μm+1(Dk),k))=
(-1)m,sgn(P(μm(Dk-1),k))= (-1)m-1,因此

P(x,k)在区间(μm+1(Dk),μm(Dk-1))内至少有一

个实根,取代了情形1中的实根r1,其他区间内根

的情况类似于情形1.
情形3 若存在指标m满足μm+1(Dk-1)<r1

≤μm+1(Dk),那么 P(x,k)在区间(μm+1(Dk-1),

μm+1(Dk)),(μm+1(Dk),μm(Dk-1))内各自至少有

一个实根,其他区间内根的情况类似于情形1.
综上,P(x,k)至 少 有 k +1 个 实 根,而

P(x,k)是k+2次多项式,故其余的根必定是实

数.下面说明 P(x,k)在(4,r2)内仅有一个根

c(k),且为P(x,k)的最大根.不然,若(4,c(k)]

内还有一个根d,由P(x,k)的连续性及根的分布

特点可知,当 x ∈ (4,d)时,P(x,k)<0,与

P(x,k)>0矛盾.由此可见,P(x,k)的第二大根
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是小于4的.
下面考虑P(x,k)的最大根c(k)随k严格递

减且有下界.
由 Maple计算可知,c(4)=4.3857,c(5)=

4.3847,故c(4)>c(5),假设c(k-1)>c(k)成

立,由 于 P(x,k +1)- (x -2)P(x,k)=

-P(x,k-1),等式两边取x=c(k),由假设可

知,c(k)>c(k+1).
此外,P2(x,k)-P(x,k-1)P(x,k+1)=

(x-4)(x3-6x2+8x-4),由Maple计算得到x3

-6x2+8x-4=0的最大根为e=4.3837,若存

在l,使得c(l)≤e<c(l-1),那么P2(x,l)-

P(x,l-1)P(x,l+1)|x=e>0,与(x-4)(x3-

6x2+8x-4)|x=e =0矛盾.因而,c(k)单调递减

且有下界e,但永远达不到下界.
接下来,考虑k为偶数时μ1(S1k)和μ1(S1k+2)

的大小关系,由Maple计算可得μ1(S16)=4.4140

>c(4)>c(6).当k=4时,式(1)变为Φ(S14)-

Φ(S16)=-xP(x,4),两边同取x=μ1(S16),右边

小于零,故μ1(S16)<μ1(S14).当k=6时,式(1)变

为Φ(S16)-Φ(S18)=-xP(x,6),两边同取x=

c(6),则有μ1(S18)>c(6);进一步两边同取x=

μ1(S18),右边小于零,故μ1(S16)>μ1(S18),类似的

方法,最终有μ1(S1k+2)<μ1(S1k).

引理 5 在 C(n,k)中,μ1(C2k(i,j,a))<

μ1(C2k(i,j,a-1)).
证明 通过直接计算可得

Φ(C2k(i,j,a))-Φ(C2k(i,j,a-1))=

ijx2(x-1)i+j-2Φ(Dk-2-2a) (2)

由于Dk-2-2a 的最大特征值小于4,由文献[10]的

引理6知,当

x≥μ1(C2k(i,j,a)),μ1(C2k(i,j,a-1))

时,式(2)大于零,从而结论成立.

2 主要结论

这一节考虑偶单圈图 C(k+2,k)按照其

Laplace谱半径排序的问题,比较μ1(C1k(0,1))和

μ1(C2k(1,1,a))(1≤a≤[(k-2)/2])的值.由引

理1(4)和文献[10]的引理1得到

 Φ(C2k(1,1,a))-Φ(C1k(0,1))=

-x{xΦ(Da)Φ(Db)-2[Φ(Da)+Φ(Da-1)]×
[Φ(Db)+Φ(Db-1)]+2(-1)k}=

-x{[(x-2)Φ(Da)-2Φ(Da-1)]Φ(Db)-

2[Φ(Da)+Φ(Da-1)]Φ(Db-1)+2(-1)k}(3)

其中a+b=k-2.特别地,当a=1,有以下定理.
定理1 μ1(C2k(1,1,1))>μ1(C1k(0,1)),其

中k≥4为偶数.
证明 不妨设k为任意的大于4的正整数,

由式(3)可知

 Φ(C2k(1,1,1))-Φ(C1k(0,1))=

-x[(x2-4x+2)Φ(Dk-3)-

2(x-1)Φ(Dk-4)+2(-1)k] (4)

令 Q(x,k)= (x2 -4x +2)Φ(Dk)-2(x -

1)Φ(Dk-1),其中x-1=0的根为s1=1,x2-4x

+2=0的根为s2 =2- 2,s3 =2+ 2.
当x≥5时,Q(x,k)>0;由引理1(2)知

Q(4,k)<0,考虑s1 在区间(μk(Dk),μ1(Dk))内

的位置.
若存在指标 m 满足μm(Dk)=s1,那么由

Φ(Dk)的根的特点可知1<m<k.对任意的x∈
(μm(Dk),μ1(Dk)),有sgn(-2(x-1))=-1恒成

立,因而在这个区间内根的讨论情况和引理4的

证明 过 程 类 似,故 Q(x,k)在 区 间 (μm(Dk),

μ1(Dk))内至少有m-1个根.类似地,对任意的x

∈ (μk(Dk),μm(Dk)),有sgn(-2(x-1))=1恒

成立,故Q(x,k)在区间(μk(Dk),μm(Dk))内至少

有k-m个根.另外,Q(x,k)有实根s1,区间(4,5)

内存 在 实 根.其 他 的 情 形 μm(Dk-1)≤s1 <

μm(Dk),可类似地讨论.综合上述情况,Q(x,k)

至少有k+1个实根,剩下的根必定是实根,类似

于引理4中关于P(x,k)根的讨论,可知Q(x,k)

的第二大根小于4.记它的最大根为d(k).
而Q(x,k)的最大根d(k)随k严格递增且有

上界.
由Maple计算可知,d(4)=4.3799,d(5)=

4.3828,故d(4)<d(5),假设d(k-1)<d(k)
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成立,此外也有d(1)<d(2)<d(3)<d(4).由

于Q(x,k+1)-(x-2)Q(x,k)=-Q(x,k-1),

等式 两 边 取 x = d(k),由 假 设 可 知,d(k)<

d(k+1).
此外,Q2(x,k)-Q(x,k-1)Q(x,k+1)=

-x(x3-6x2+8x-4),由 Maple计算得到x3-

6x2+8x-4=0最大根为e=4.3837,若存在m,

使得d(m)≥e>d(m -1),那么 Q2(x,m)-

Q(x,m-1)Q(x,m+1)|x=e >0,与 -x(x3-

6x2+8x-4)|x=e =0矛盾.因而,d(k)严格递增

且有上界e,但永远达不到上界.
当k为偶数时,式(4)变为Φ(C2k(1,1,1))-

Φ(C1k(0,1))=-x[Q(x,k-3)+2].显然,对任

意的x≥d(k-3),Q(x,k-3)+2>0.由引理4
证明中的后半部分可知μ1(S1k)>c(k-2)>e,同

时d(k-3)<d(k)<e.故μ1(S1k)>d(k-3).
由文献[10]中引理3知

μ1(S1k)≤μ1(C2k(1,1,1)),μ1(C1k(0,1))

从而μ1(C2k(1,1,1))>μ1(C1k(0,1)).

定理2 μ1(C2k(1,1,(k-2)/2))<μ1(C1k(0,

1)),其中k≥10为偶数.
证明 由引理1(2)和2,式(3)变为

Φ(C2k(1,1,(k-2)/2))-Φ(C1k(0,1))=

-xΦ(D(k-2)/2)[Φ(D(k-2)/2)-2Φ(D(k-4)/2)]

(5)

令 W(x,t)= Φ(Dt)- 2Φ(Dt-1)= (x -

4)Φ(Dt-1)-Φ(Dt-2),t≥2.
由引理3知,对任意的x≥5,W(x,t)>0;

W(4,t)<0.进一步,

sgn(W(μi(Dt),t))=sgn(-2∏
t-1

j=1
(μi(Dt)-

μj(Dt-1)) ) = (-1)i;

i=1,…,t

sgn(W(μi(Dt-1),t))=sgn(∏
t

j=1
(μi(Dt-1)-

μj(Dt)) ) = (-1)i;

i=1,…,t-1
由连续函数的零点定理知,W(x,t)在每个区

间 (μt(Dt),μt-1(Dt-1)),…,(μ2(Dt),μ1(Dt-1)),

(4,5)内至少有一个实根,而W(x,t)的次数恰好

为t,因而W(x,t)的第二大根小于4,记它的最大

根为w(t).

W(x,t)的最大根w(t)随t严格递增且有上

界.
由Maple计算可知,w(1)=4,w(2)=4.4150,

故w(1)<w(2),假设w(t-1)<w(t)成立.由

于W(x,t+1)-(x-2)W(x,t)=-W(x,t-1),

等式两边取x=w(t),由假设知w(t)<w(t+

1).

此外,W2(x,t)-W(x,t-1)W(x,t+1)=

9-2x,其最大根为4.5,若存在n,使得w(n)≥

4.5>w(n-1),那 么 W2(x,n)- W(x,n -

1)W(x,n+1)|x=4.5>0,与9-2x|x=4.5 =0矛

盾.因而,w(t)严格递增且有上界4.5,但永远达

不到上界.

从文献[12]知,μ1(C1k(0,1))关于k是严格递

减的,其中k为偶数.由Maple计算可知μ1(C18(0,

1))=w(3).又w(t)是严格递增的,故当t≥4,

即k≥10时,μ1(C1k(0,1))<w((k-2)/2),式

(5)两边同取x=μ1(C1k(0,1)),右边大于0,从而

μ1(C2k(1,1,(k-2)/2))<μ1(C1k(0,1)).
由定理1、2和引理5可知下面定理.
定理3 给定偶单圈图C(k+2,k)(k≥10),

按 其 Laplace 谱 半 径 从 大 到 小 的 顺 序 S2k,

C2k(1,1,0),C2k(1,1,1)依 次 排 在 前 三 位, 而

C2k(1,1,(k-2)/2)排在最后一位.

猜想 当k≥10且为偶数时,μ1(C2k(1,1,(k-

2)/4))>μ1(C1k(0,1))>μ1(C2k(1,1,(k+2)/4))

成立,这样,此类偶单圈图的所有排序都能得到.

3 结 语

本文给 出 了 扩 圈 变 换 对 偶 单 圈 图 S1k 的

Laplace谱半径影响的证明方法,利用此方法确定

了偶单圈图C(k+2,k)(k≥10)按其Laplace谱

半径从大到小的顺序依次排在前三位和最后一位

的单圈图.
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Someeven-unicyclicgraphsorderingbytheirLaplacianspectralradii

ZHANG Hai-xia*1,2

(1.SchoolofMathematicalSciences,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.DepartmentofMathematics,TaiyuanUniversityofScienceandTechnology,Taiyuan030024,China)

Abstract:Orderingsomeeven-unicyclicgraphsbytheirLaplacianspectralradiiisthemainresearch
problem.AnexpandingtransformationwhichchangestheLaplacianradiusofeven-unicyclicgraphS1k

isgiven.Withtheaidofthewaytoprovetheexpandingtransformation,thelargestthreeandthe

smallestoneintheorderofeven-unicyclicgraphsC(k+2,k)(k≥10)byLaplacianspectralradiiare

obtained.

Keywords:unicyclicgraphs;maximumLaplacianeigenvalues;ordering
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