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摘要:为克服传统的针对平面曲线间 Hausdorff距离4种情况需分别求解不同非线性方程

组的缺点,分两个步骤计算平面曲线间的 Hausdorff距离.首先将曲线A 进行离散化处理,并
计算各离散点到曲线B 的最小距离,从中选择若干个距离较大,且满足曲线A 上相邻点到曲

线B 的距离呈“小大小”的点对作为近似解;然后根据各点对处曲线的特点,判断该点附近可

能存在4种类型点的哪一种,建立相应的优化模型并进行局部寻优,选择优化结果中最大的

距离值作为两平面曲线间的单向 Hausdorff距离.该法将平面曲线间 Hausdorff距离的计算

转化为点到曲线的最小距离计算,计算过程简单有效.两个数值算例验证了该方法的正确性.
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0 引 言

几何对象间距离的计算是工程领域中经常用

到的一种几何操作,如几何建模与模式识别中对

几何对象的分 析 与 比 较[1];机 器 人 路 径 规 划、

CAD/CAM和触觉仿真中,对物体间的碰撞干涉

检测和反馈力的计算[2].曲线、曲面逼近中构造优

化目标和评价逼近程度[3]等众多工程应用领域,
都涉及几何对象间距离的计算.在不同的距离测

度中,尤以欧几里得最小距离和 Hausdorff距离

受到几何建模、计算几何和计算机图形学等研究

领域学者的格外关注.
几何对象间最小距离的计算问题,就是在两

个几何对象间求解对应距离最小的一对点.当需

要比较 两 个 对 象 间 的 相 似 程 度 时,则 常 采 用

Hausdorff距离.Hausdorff距离是由现代拓扑学

的奠 基 人 之 一 德 国 数 学 家 Hausdorff首 先 提

出[4],广泛用于衡量两个集合之间差别的度量.早
期的Hausdorff距离计算主要出现在模式识别、
图像处理领域,为了对两幅图像进行匹配或比较,
通常对两幅图像首先进行边缘提取、距离变换等

预处理;然后将预处理后的图像像素看作两个集

合,通过对两集合间Hausdorff距离的计算,进而

对两图像间的相似度进行评价;对其中一幅图像

进行仿射变换,使变换后图像与目标模板图像间

的Hausdorff距离达到最小,若该距离小于给定

的公差,则表示两幅图像获得了匹配,这一方法目

前已广泛用于人脸、指纹、字符、笔迹、汽车车牌等

的识别[5-6].
与图像领域中Hausdorff距离的计算和应用

研究形成鲜明对比的是,针对连续几何对象间的

Hausdorff距离的计算研究则相对较少,截至目

前,只有少数学者[1-3,7-8]针对自由曲线或曲面间的

Hausdorff距离的精确计算进行过研究.2008年,

Alt等[1]证明了两 C1 连续的平面曲线间单向

Hausdorff距离h(A,B)会 出 现4种 情 况,即
Hausdorff距离可能发生在:曲线A 的一个端点

和它在曲线B 上的垂足点之间、曲线B 的一个端

点和它在曲线A 上的垂足点之间、双垂足点间、
一曲线自身的中线与另一曲线的交点之间,并给

出了4种情况分别对应的非线性约束方程组,最
终借助标准的代数方程组求解器获得了平面曲线

间的Hausdorff距离.同年,Elber等[2]将平面C1

连续曲线Hausdorff距离出现4种情况这一结论

推广到空间曲线/曲面间,并利用作者自己开发的

代数方程组求解器获得了相应的 Hausdorff距



离,同时以平面曲线为例给出了 Hausdorff距离

的几何含义:A 对B 的单向Hausdorff距离,可看

作是对曲线B 进行等距变换,当曲线A 恰好完全

包含在曲线B 的等距线内时,此时的等距距离为

A 对B 的单向 Hausdorff距离.2010年,Chen
等[3]针对文献[1-2]中非线性方程组求根方法的

不足,研究了计算两B样条曲线间 Hausdorff距

离的几何裁剪方法,算法给出了 Hausdorff距离

出现在曲线端点的充分条件,利用曲线分割技术

和滚动圆裁剪方法,将两曲线的 Hausdorff距离

计算问题转化为点和曲线的最小或最大距离计算

问题,从而提高了算法的稳定性和计算效率.同年,

Kim等[7]针对两平面自由曲线提出了一种精确

计算Hausdorff距离的实时算法.首先采用G1 连

续的双圆弧,在给定公差下对自由曲线进行逼近;
进而对这些圆弧进行距离映射并保存到图形硬件

深度缓冲器;并对大部分多余的圆弧段进行裁剪,
从而提高了 Hausdorff距离的计算效率.2011
年,Bai等[8]提出了计算平面曲线间 Hausdorff距

离的折线方法,该方法首先根据给定容差将连续

曲线离散为折线段,进而将曲线间的 Hausdorff
距离计算转化为连续折线段间的 Hausdorff距离

计算,同时针对无用的折线段给出了两种裁剪策

略,极大地提高了这一复杂问题的计算效率.2013
年,Ko[9]从 理 论 上 深 入 分 析 了 平 面 曲 线 间

Hausdorff距离计算的复杂性问题.
综合现有文献来看,针对连续曲线或曲面间

的Hausdorff距离计算问题,近年来受到几何建

模、计算几何、计算机图形学等领域学者的关注,
同时也是Hausdorff距离在工程界获得广泛应用

的瓶颈所在.目前的研究工作存在如下问题:
(1)针对连续几何对象间Hausdorff距 离 计 算 的

研究相对较少,尤其是针对自由曲线或曲面间的

Hausdorff距离计算更少;(2)大多学者通过对代

数方程组的求解获得 Hausdorff距离,并将代数

方程组的求解当作了一个黑箱或采用标准求解器

求解,未 给 出 太 多 有 参 考 价 值 的 解 算 方 法;
(3)C1 连续平面曲线间的单向Hausdorff距 离 会

出现4种情况,由于4种情况对应的非线性方程

组并不相同,需要利用代数方程组求解器对4种

情况对应的非线性方程组分别进行求解,这将严

重影响曲线间Hausdorff距离的计算效率.
本文仅讨论平面连续曲线间 Hausdorff距离

的计算问题,算法分两步对平面曲线间的单向

Hausdorff距离进行计算,最终选择优化结果中

的最大值作为两平面曲线间的单向 Hausdorff距

离.

1 平面曲线间 Hausdorff距离对应

点的分类

Hausdorff距离分单向和双向两种,对于两

个非空的紧致集合A 与B,集合A 中一个对象相

对于集合B中所有对象的最小距离的最大值,称为

集合A到集合B的单向Hausdorff距离,表示为

h(A,B)=max
a∈A

min
b∈B

d(a,b) (1)

式中:d(a,b)为点a和点b间的欧几里得距离.同
理,集合B 到集合A 的单向 Hausdorff距离可表

示为

h(B,A)=max
b∈B

min
a∈A

d(a,b) (2)

单向Hausdorff距离通常用来表示一个集合

相对 于 另 一 个 集 合 的 最 大 偏 差.两 个 单 向

Hausdorff距离中的大者称为集合A 与B 的双向

Hausdorff距离,简称 Hausdorff距离,用来表示

集合A、B间的最大偏差,亦可用来表示集合A与

B 的相似度.双向Hausdorff距离通常表示为

H(A,B)=max{h(A,B),h(B,A)} (3)
从Hausdorff距离的定义可以看出,最小距

离的确定是计算 Hausdorff距离的基础.由于双

向Hausdorff距离与单向 Hausdorff距离的算法

相似,下面仅进行h(A,B)的计算讨论.
文献[1]对C1连续的平面曲线间可能对应单

向Hausdorff距离的点进行如下分类:

A类 端 点:即 曲 线 A 对 曲 线 B 的 单 向

Hausdorff距离h(A,B),出现在曲线A 的一个端

点和其在曲线B上的法向映射点或曲线B的一个

端点处,如图1(a)所示.
B类端点:h(A,B)出现在曲线B的一个端点

和它在曲线A 上的法向映射点处,如图1(b)所

示.
双垂足点:当h(A,B)的对应点发生在两条

曲线内部,且对应点为一一对应时,即出现如图

1(c)所示的双垂足点情形,因对应点均为垂足

点,故称为双垂足点.根据曲线间距离函数取得极

值的必要条件,可以将曲线间双垂足点对应的约

束方程表示为

(rA -rB)·r'A =0
(rA -rB)·r'B =0

(4)
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图1 平面曲线间Hausdorff距离对应点的分类

Fig.1 Hausdorffdistancebetweentwoplanarcurvesandcorrespondingpoints

式中:rA、rB 分别表示曲线A、B上对应点的矢径;

r'A、r'B 分别表示曲线A、B在对应点的切矢.上式表

明两曲线在对应点处的切线平行,即存在公法线.
一对二点:当h(A,B)的对应点发生在两条

曲线内部,且曲线A上一点对应曲线B上两点时,
则出现如图1(d)所示的一对二点情形.一对二点

也可以看作是曲线A 与曲线B 的中轴线的交点,
以及中轴变换圆与曲线B 的两个切点的总称.一
对二点对应的约束方程可表示为

rA -rB(s)= rA -rB(t) (5a)
(rA -rB(s))·r'B(s)=0 (5b)
(rA -rB(t))·r'B(t)=0 (5c)

式中:s、t分别为曲线B 上两个对应点的曲线参数

值;式(5a)表示曲线A上的点N 到曲线B 上点P
和点Q 的距离相等,式5(b)、(c)表示向量PN 和

QN 分别与曲线B 上P、Q 两点处的切线垂直.
从平面曲线间单向 Hausdorff距离对应的4

种可能点来分析,对于参数曲线,前两种情况均可

看作是h(A,B)的对应点的曲线参数为曲线参数

域的边界,只有当曲线为开曲线时才会出现这种

情况.当h(A,B)的对应点均为各自曲线的内部

点,若对应点为一一对应时,则为双垂足点情形;
若曲线A 上一点对应曲线B 上两点时,则为一对

二点情形.此时用曲线B的等距线包容曲线A 时,
等距线自身必发生自交现象,自交点即为点N.上
面所讨论的4种情形均是非退化时的情况,若考

虑到退化情况会更复杂.例如,一对二点情形中的

P 点刚好是曲线B 上的一个曲率极值点时,此时

曲线B 上的对应点退化为一个,但又不同于双垂

足点情形.
上面给出了平面曲线间单向 Hausdorff距离

对应的4种类型可能点,对于工程中遇到的实际

曲线,曲线上局部满足4种类型点所对应约束条

件的点有多个,通常需要分别计算所有可能点,并
从中选取最大距离点作为h(A,B).由于双垂足

点和一对二点所对应的约束方程不同,通常需要

对曲线A 和B 分别按照约束方程(4)和(5)进行

计算,再从中选取最大值作为曲线A 对B 的单向

Hausdorff距离.这样的计算显然效率并不高,因
为同样的步骤,如曲线分段、求解约束方程组等,
均需要进行两次计算.为此本文下面分两步对平

面曲线间的Hausdorff距离进行计算.

2 曲线间单向 Hausdorff距离的近

似计算

为了计算曲线A 到曲线B 的单向Hausdorff
距离,本文首先对曲线A进行离散化处理,获取曲

线A 上的n 个离散点.由于仅需要获得两曲线间

h(A,B)的近似解,最终的计算精度取决于下一

节的精确计算,故离散间隔不必太小.对曲线A的

离散化处理可以简单地按照等参数间隔进行,也
可考虑曲线A 的曲率特点,在曲率较大的位置设

置较多的离散点,在曲率较小的位置设置较少的

离散点.然后分别计算各个离散点到曲线B 的最

短距离,选取若干个距离较大,且满足曲线A上相

邻点到曲线B 的距离呈“小大小”的点对,作为曲

线间单向Hausdorff距离的近似解.这样,平面曲

线间单向Hausdorff距离的近似计算就转化为点

到曲线间最短距离的计算问题.
设平面内一定点P和一条曲线C:r=r(t),t

∈ 0,1[ ],t为曲线的一般参数.点P到曲线C(t)
的欧几里得距离可表示为

D(t)= P-r(t) (6)
对距离函数式(6)求导并令其为零,可得距离函

数取得极值的必要条件为

dD(t)
dt = (P-r(t))·r'(t)=0 (7)

上面距离函数取得极值的必要条件,对应着

点P到曲线C 局部的距离最大值和最小值.该式

表明在距离函数取得极值时,定点P 与它在曲线
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C 上的对应点的连线必与曲线C 在该点的切矢正

交.从所有这些极值中选出最小值,即为点P到曲

线C的全局最小距离.问题的关键是如何快速、
稳定地求解非线性式(7).该方程的计算方法通常

可以分为局部数值迭代和全局计算方法两大类.
局部迭代方法包括常用的牛顿迭代法、二分法、黄
金分割法等.局部迭代方法需要为每个根提供较

好的初值点,且在有些情况下可能产生振荡,因此

很难适用于不便提供初值的多值计算问题.全局

计算方法通常有代数与混合技术、同伦方法和细

分方法[10],其中细分方法由于其在多值问题、稳
定性和效率方面的优点,受到国内外学者的广泛

关注.本文采用细分方法计算点到曲线间的最短

距离.
细分方 法 起 源 于 通 过 多 边 形 割 角(corner

cutting)获得光滑曲线的朴素思想,Chaikin[11]在

1974年Utah大学举行的CAGD国际会议上给出

了一种基于割角思想快速生成曲线的算法.之后

Riesenfeld和Forrest从理论上证明了这种细分极

限曲线的数学本质是均匀二次B样条曲线,由此揭

开了均匀B样条与细分这个新兴理论的联系[12].
此处,曲线C 采用Bezier形式.若曲线为B

样条、NURBS或其他参数多项式曲线,均可转化

为Bezier曲线形式.设曲线C为n次Bezier曲线,
其表达式为

r(t)=∑
n

i=0
biBi,n(t);t∈ [0,1]

Bi,n(t)=Ci
n(1-t)n-iti;i=0,…,n

(8)

式 中:多 项 式 系 数 bi 为 控 制 点;Bi,n(t)为

Bernstein基函数;Ci
n 为组合数;t为曲线参数.

曲线C关于t的一阶导数可表示为

r'(t)=dr
(t)
dt =n∑

n-1

i=0

(bi+1-

bi)Bi,n-1(t);t∈ [0,1] (9)
将式(8)、(9)代入式(7),由文献[10],可得

(P-r(t))·r'(t)=n∑
2n-1

i=0
( ∑

min(n,i)

j=max(0,i-n+1)

Cj
nCi-j

n-1

Ci
2n-1

×

(P-bi)·(bj+1-bj)) ×

Bi,2n-1(t)=0 (10)
式(9)、(10)表明,Bezier曲线的一阶导数,以及两

个Bezier曲线的乘积仍为Bezier曲线,只是该多

项式曲线的次数和系数(即控制点)发生了变化.
将式(10)简写为

f(t)=∑
m

i=0
ciBi,m(t)=0 (11)

式中:m =2n-1;ci =n( ∑
min(n,i)

j=max(0,i-n+1)

Cj
nCi-j

n-1

Ci
2n-1

(P-

bi)·(bj+1-bj)) .由于Bernstein多项式具有线性

精度特性,式(11)中的参数t可以表示为系数在

[0,1]上均匀分布的m次Bernstein多项式的加权

和,即

t=∑
m

i=0

i
mBi,m(t) (12)

以参数t为水平轴,函数f(t)为垂直轴,则可

构造出如下曲线:

f(t)=
t

f(t)
æ

è
ç

ö

ø
÷=∑

m

i=0

i/m
ci

æ

è
ç

ö

ø
÷Bi,m(t) (13)

式中:(i/m ci)T 为控制点.
至此,多项式求根问题即转化为一个Bezier

曲线与其参数轴求交这样一个几何问题.本文采

用文献[10]中的PP算法对式(13)进行求解,该
算法主要依赖于Bernstein形式的多变元多项式

细分算法和二维点集的凸壳算法,算法主要包含

如下3个步骤:

①首先需要构造Bezier曲线的凸壳,并计算

凸壳与参数轴的交点;

②利用deCasteljau细分算法,剔除参数域

中不含有根的区域;

③若剩余的参数域足够小,则返回该参数作

为一个根.若经多次剔除不含有根的参数域后,参
数域仍非足够小,则表明该参数域中包含一个以

上的根,需要利用deCasteljau细分算法将该参

数域一分为二后重新返回步骤①.
利用上面点到曲线最短距离的算法,可以获

得曲线A 上各离散点到曲线B 的最短距离.选择

其中距离较大,且满足曲线A 上相邻点到曲线B
的距离呈“小大小”的点对作为近似解.

3 曲线间Hausdorff距离的精确计算

将前面获得的若干距离较大,且满足曲线A
上相邻点到曲线B 的距离呈“小大小”的点对作

为初始点,根据初始点附近曲线的形状与位置特

点,构造相应的Hausdorff距离的精确算法.如图

2所示,设P、Q分别为曲线A 和B 上的关于h(A,

B)的一组对应点,假设前面对曲线A的离散化处

理遵循数据采样中的采 样 定 理[13],则 精 确 的
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Hausdorff距离对应点一定会出现在初始解附

近,并随着两曲线的形状与位置不同,表现出多种

形式:双垂足点、一对二点、A 类端点和B类端

点,下面分别讨论这4种情形.

图2 双垂足点的计算

Fig.2 Computationofantipodalpoints

3.1 双垂足点的计算

双垂足点包含两曲线间距离的局部最大值和

最小值所对应的点对,由于前面的初步计算中仅

选取了距离较大的点作为初始点,此处不会出现

最小距离所对应的双垂足点.如图2所示,点P、

Q分别为曲线A、B上近似的Hausdorff距离对应

点对,t、s分别为曲线A、B 的参数.P1(t1)、P2(t2)
为曲线A 上点P 的左右相邻离散点,T1、T2 为两

点处曲线的单位切矢,Q1(s1)、Q2(s2)为它们在曲

线B上的最短距离对应点,且满足 “小大小”约束

所对应的不等式:P1Q1 ≤ PQ ≥ P2Q2 .R1
=P1-Q1、R2 =P2-Q2 为两曲线上对应点间的

矢量,α1、α2 分别为矢量R1、R2 与矢量T1、T2 之间

的夹角,从图2可以看出α1和α2中一个为锐角,另
一个为钝角.若Q1 和Q2 两点间的距离 Q1Q2 或

它们的参数间隔Δs= s1-s2 小于某个预先设

定的常数,则可认为曲线A、B 间单向 Hausdorff
距离的对应点为双垂足点.以P1、P2 两点的曲线

参数t1、t2 为初值,构造函数

f1 =α1(t1)-π/2;f2 =α2(t2)-π/2(14)
由于f1·f2 <0,可通过二分算法来计算两曲线

间精确的局部最大距离所对应的双垂足点.
3.2 一对二点的计算

参考图3,若点P、Q分别为曲线A、B 上近似

的Hausdorff距离对应点对,且其邻近离散点满

足不等式 P1Q1 ≤ PQ ≥ P2Q2 约束,但Q1
和Q2 两点间的距离 Q1Q2 或它们的参数间隔Δs
= s1-s2 大于预先设定的常数,则可认为曲线

A、B 间Hausdorff距离的对应点为一对二点.仍

以P1、P2两点的曲线参数t1、t2为初值,构造函数

f1 =sgn[α1(t1)-π/2](d11-d12)

f2 =sgn[α2(t2)-π/2](d21-d22)
(15)

式中:sgn[x]为符号函数,根据x的正负取“+”或
“-”;d11、d12 为点P1 到曲线B 的最短和次最短距

离;d21、d22为点P2到曲线B的最短和次最短距离.
由于f1·f2 <0,可通过二分算法来计算两曲线

间精确的局部最大距离所对应的一对二点.最终

精确的Hausdorff距离的对应点一定会表现为曲

线A 上的一个点P 对应曲线B 上的两个垂足点

Q1、Q2,且 PQ1 = PQ2 .

图3 一对二点的计算

Fig.3 Computationofintersectionpointbetweenone

curveandself-bisectorofothercurve

3.3 A类端点与B类端点的计算

若曲线A 或B 为开曲线,最终的 Hausdorff
距离可能发生在曲线的端点.为此,可直接利用第

2章关于点到曲线最短距离的算法,计算开曲线

的两个端点到另一曲线的最短距离.至此,利用本

章算法可实现平面曲线间 Hausdorff距离计算中

出现的各种形式点的精确计算,与第2章算法结

合,则可形成平面曲线间 Hausdorff距离的完整

算法.

4 数值算例

通过两个算例来验证上述算法的可行性.
例1 曲线A 为Bezier开曲线;曲线B 为三

次均匀B样条表示的封闭曲线,控制点个数为

90.现在要计算曲线A 到B 的单向 Hausdorff距

离h(A,B).计 算 过 程 分 两 个 步 骤:首 先 进 行

h(A,B)的近似计算,将曲线A 按照其参数进行

均匀十等分离散化处理,利用文献[14]的算法将

曲线B 由B样条形式转换为三次分段Bezier曲

线,然后利用第2章的方法计算各离散点到曲线

B 的最短距离;从11个最短距离中选取距离较
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大,且满足“小大小”特点的点,利用第3章的算法

进行 Hausdorff距离的精确计算,计算精度为

10-10.计算结果如图4所示.图4(a)给出了曲线

A 上的11个离散点,以及与第2个离散点对应的

曲线B 上的14个距离极值点;图4(b)给出了曲

线A 上11个离散点中与曲线B 最小距离较大,
且满足“小大小”特征的两个点和曲线B 上对应

的垂足点;图4(c)表达了经过 Hausdorff距离的

精确计 算 后 对 应 点 的 分 布,两 个 距 离 分 别 为

66.019839mm和54.720453mm,开曲线A 的

两端点到曲线B 的最短距离分别为27.011021
mm和13.104928mm;对图4(c)中的两个距离

以及开曲线的两端点到曲线B 的最短距离进行

比较,最后的单向 Hausdorff距离为66.019839
mm,对应点如图4(d)所示.

例2 曲线A、B 均为立方均匀B样条表示

的封闭曲线,控制点个数均为90,计算精度为

10-10.现在要计算曲线A 到B 的单向 Hausdorff
距离h(A,B).计算过程与例1相同,计算结果如

图5所示.图5(a)给出了曲线A 上的90个离散

点,以及第20个离散点对应的曲线B 上的10个

距离极值点;图5(b)给出了曲线A 上90个离散

点中与曲线B 最小距离较大,且满足“小大小”特
征的前三个点和曲线B 上对应的垂足点;图5(c)
表达了精确 Hausdorff距离的计算结果,其中包

含一个双垂足点和两个一对二点,3个距离(按红

绿蓝顺序)分别为77.874235、70.736729和

66.611425mm;对图5(c)中的3个距离进行比

较,最后的单向 Hausdorff距离为77.874235
mm,对应点如图5(d)所示.

图4 开曲线与封闭曲线间的Hausdorff距离计算

Fig.4 ComputationofHDbetweenanopencurveandaclosedcurve

图5 两封闭曲线间的Hausdorff距离计算

Fig.5 ComputationofHDbetweentwoclosedcurves

5 结 论

(1)本文分两步对平面曲线间单向Hausdorff
距离进行计算.第一步将其中一条曲线进行离散

处理,并计算各离散点到另一条曲线的最小距离,
从中选择若干个距离较大且满足“小大小”特征的

点对,作为近似的Hausdorff距离对应点;第二步

以各近似点对作为初值,依据各点处曲线的特点,
建立相应的局部优化模型并求解,从而获得平面

曲线间精确的 Hausdorff距离.该方法克服了传

统的针对4种情况分别求解不同非线性方程组的

缺点,简化了计算过程.

(2)通过近似和精确计算单向 Hausdorff距

离的两步算法,将平面曲线间 Hausdorff距离的

计算转化为点到曲线的最小距离计算问题;同时

利用细分算法可以快速、稳定地获得点到曲线的

最短距离,提高了计算效率和稳定性,数值算例验

证了本文所提方法的正确性.
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ComputationofHausdorffdistancebetweenplanarcurves

CAO Li-xin*, DONG Lei, CAO Jing-jing

(SchoolofMechanicalEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:ThedifficultyofcomputingtheHausdorffdistance(HD)betweenplanarcurvesliesin
solvingdifferentnonlinearequationsforfourkindsofspecialcaseswhichareencounteredinthis
computingprocess.Tosimplifytheprocessofcalculation,atwo-stepmethodforcomputingtheHD
betweenplanarcurvesisproposed.ThefirststepofthemethodissamplingthecurveA,and
calculatingtheminimumdistancebetweeneachdiscretepointonthecurveAandthecurveB.Then,
selectingseveralpointsfromthediscretepointsastheapproximatesolutions,whichcorrespondtothe
largerminimumdistanceandtheminimumdistancesofeachpointtogetherwithitsadjacenttwopoints
obeyingthe'small-large-small'order.Thesecondstepisidentifyingwhichcasetheapproximate
solutionbelongstoaccordingtotheshapeandpositionofthecurves,establishingcorresponding
optimizationmodelandfindingthelocaloptimalsolution.Comparingtheselocaloptimalsolutions,
thefinaldirectedHDwiththelargestminimumdistancewillbeacquired.Byusingthismethod,the
computingprocessoftheHDbetweenplanarcurvescanbeconvertedintothecomputationofthe
minimumdistancebetweenapointandacurve,whichcanimprovethecomputationalefficiencyand
stabilityofthealgorithm.Thefeasibilityofthealgorithm hasbeenverifiedbytwonumerical
examples.

Keywords:Hausdorffdistance;planarcurves;minimumdistance
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