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摘要:讨论了一类具有混合时滞(包含离散和分布时滞)的人工神经网络的指数稳定性问

题.通过将时滞区间分为不等的两部分,并结合倒数凸方法,得到了系统指数稳定的新判据,

判据以线性矩阵不等式的形式给出.最后用两个数值实例说明了所得结论的有效性与更小的

保守性.
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0 引 言

近年来,人工神经网络被广泛应用于信号处

理、模式识别、联想记忆等诸多领域[1-3].在实际应

用中,一般要求设计的神经网络模型必须是稳定

的.而时滞的存在往往导致神经网络不稳定.因
此,时滞人工神经网络的稳定性分析已经引起了

国内外众多学者的极大关注,并得到了大量优秀

的成果[4-17].
为了降低稳定性条件的保守性,文献[4-6]利

用积分不等式或积分等式方法,文献[7]通过构造

新的Lyapunov-Krasovskii泛函,文献[8-9]使用

自由权矩阵的方法,文献[10-11]运用时滞分解方

法并构造新的 Lyapunov-Krasovskii泛函,分别

得到了一系列的稳定性条件.但是,以上得到的结

果仍有改进的空间.如文献[10-11]将时滞区间

[0,d]分成若干相等的部分,对时滞信息的获得

有一定的保守性.
本文进一步讨论具有混合时滞的人工神经网

络的指数稳定性问题.通过将离散时滞区间[0,

d]分成[0,d1]和[d1,d]两段不等的区间(其中

d1 ∈ (0,d)),进一步运用积分不等式与改进的

凸优化方法———倒数凸引理[12]来处理Lyapunov-
Krasovskii泛函中的积分项,以期克服相关文献

时滞分解方法的保守性.

1 系统描述

考虑如下具有分布时滞的人工神经网络:

 z ·(t)=-Cz(t)+Ag(z(t))+Bg(z(t-

d(t)))+D∫
t

t-τ(t)
g(z(s))ds+u (1)

 z(t)=Φ(t);t∈ [-h,0] (2)
其中:z(t)= (z1(t) … zn(t))T ∈Rn,为神经

元 状 态 向 量,g(z(t)) =
(g1(z1(t)) … gn(zn(t)))T ∈Rn,为神经元激

活函数;u= (u1 … un)T ∈Rn,是常值输入向

量;C=diag{c1,…,cn}>0;A∈Rn×n,是连接权

矩阵;B,D∈Rn×n 是时滞连接权矩阵;d(t)、τ(t)

为满足0≤d(t)≤d,0≤τ(t)≤τ,d
 ·(t)≤u的

连续时变函数,其中d、τ、u都是常数.初始向量

Φ(t)是有界的且在[-h,0]上连续可微,其中

h=max{d,τ}.神经元激活函数gi(·)(i=1,

2,…,n)满足

ρ-
i ≤gi(u)-gi(v)

u-v ≤ρ+
i;

∀u,v∈R,u≠v,i=1,…,n (3)
其中ρ-

i、ρ+
i(i=1,…,n)是常数.

根据Brouwer不动点定理,神经网络(1)存



在平衡点.假定z* = (z*
1  … z*

n )是神经网络

(1)的一个平衡点,由文献[13]知该平衡点是唯

一平衡点.通过坐标平移变换x(·)=z(·)-
z*(·),系统(1)转换为如下形式:

 x ·(t)=-Cx(t)+Af(x(t))+Bf(x(t-

d(t)))+D∫
t

t-τ(t)
f(x(s))ds (4)

其中 x(t)= (x1(t) … xn(t))T,f(x(t))=
(f1(x1(t)) … fn(xn(t)))T,fi(xi(t)) =
gi(xi(t)+z*

i )-gi(z*
i )(i=1,2,…,n),且fi(0)

=0(i=1,…,n).由不等式(3),可得

ρ-
i ≤fi(u)-fi(v)

u-v ≤ρ+
i;

∀u,v∈R,u≠v,i=1,…,n (5)
当v=0时,有

ρ-
i ≤fi(u)

u ≤ρ+
i;∀u≠0,i=1,…,n (6)

定义1 若变量k>0,β>0且满足

x(t)≤βe-kt sup
-h≤s≤0

x(s);∀t>0 (7)

则系统(4)是全局指数稳定的.
引理1[14] 对于任意正定矩阵Z∈Rn×n(Rn×n

表示n×n的实矩阵),标量h2>h1>0,有以下不

等式成立:

 -(h2-h1)∫
t-h1

t-h2
xT(s)Zx(s)ds≤

-∫
t-h1

t-h2
xT(s)dsZ∫

t-h1

t-h2
x(s)ds (8)

引理2[12] 设f1,f2,…,fN:Rm aR是定义

在Rm(Rm 表示m 维Euclidean空间)的子集D上

的正值,则关于fi 的倒数凸组合,如果有

gi,j:Rm →R,gj,i(t)=gi,j(t),

fi(t) gi,j(t)

gj,i(t) fj(t)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷≥0

则满足

min
αi αi>0,∑

i
αi=1{ }
∑
i

1
αi
fi(t)=∑

i
fi(t)+

max
gi,j(t)
∑
i≠j

gi,j(t)

引理3[15] 以下不等式成立:

0≤∫
xi(t)

0
(fi(s)-ρ-

is)ds≤

(fi(xi(t))-ρ-
ixi(t))xi(t) (9)

0≤∫
xi(t)

0
(ρ+

is-fi(s))ds≤

(ρ+
ixi(t)-fi(xi(t)))xi(t) (10)

2 指数稳定新判据

下面将给出一个基于时滞分段方法的具有更

小保守性的指数稳定性新判据.为了描述方便,记

eT1=(I 0 … 0),eT2=(0 I 0 … 0),…,

eT7=(0 … 0 I),e8=-e1C+e5A+e6B+e7D,

ξT(t)=(xT(t)xT(t-d(t))xT(t-d1)xT(t-d)

fT(x(t))fT(x(t-d(t)))∫
t

t-τ
fT(x(s))ds) .

定理1 对于给定的常数d、d1、τ、u及指数

衰减率k,对角矩阵ρp =diag{ρ-
1,…,ρ-

n},ρm =
diag{ρ+

1,…,ρ+
n},系统(4)是全局指数稳定的,如

果 存 在 对 角 矩 阵 K = diag{k1,…,kn},L =
diag{l1,…,ln},Hi =diag{hi1,…,hin}(i=1,2,

3),n维正定对称矩阵P、Q、Q1、Q2、Q3、Q4、R1、R2、

R3、Q11、Q22,n维的矩阵Q12、T1、T2,满足下面的线

性矩阵不等式

Ξ1+Ξ2+Ξ3i<0;i=1,2 (11)

Δi≥0;i=1,2 (12)
其中P≥ (<)0表示P为半正定(负定)矩阵,

Q=
Q11 Q12
QT
12 Q22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,Δ1=

R1 T1
TT
1 R1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,Δ2=

R2 T2
TT
2 R2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

Ξ1 =2ke1PeT
1 +2e1PeT

8 +4k((e5-e1ρp)KeT
1 +

(e1ρm-e5)LeT
1)+2(e1(ρmL-ρpK)+

e5(K-L))eT8 +(e1 e5)
Q11 Q12
QT
12 Q22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷×

(e1 e5)T+e1Q1eT1+e5Q2eT5+e-2kd1e3Q3eT3+
e1Q4eT1 -e-2kde4Q3eT4 -e-2kd1e3Q4eT3 +
d21e8R1eT8 +(d-d1)e8R2eT8 +τ2e5R3eT5 -
e-2kτe7R3eT7

Ξ2 =-2(e5-e1ρp)H1(e5-e1ρm)T-
2(e6-e2ρp)H2(e6-e2ρm)T-
2(e5-e6-(e1-e2)ρp)H3×
(e5-e6-(e1-e2)ρm)T

Ξ31 =-(1-u)e-2kd1(e2 e6)
Q11 Q12
QT
12 Q22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷×

(e2 e6)T-(1-u)(e-2kd1e2Q1eT2 +
e-2kd1e6Q2eT6)-e-2kd(e3-e4)R2(e3-e4)T-
e-2kd1(e2-e3 e1-e2)×
Δ1(e2-e3 e1-e2)T

Ξ32 =-(1-u)e-2kd(e2 e6)
Q11 Q12
QT
12 Q22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷×
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(e2 e6)T-(1-u)(e-2kde2Q1eT2 +
e-2kde6Q2eT6)-e-2kd1(e1-e3)R1(e1-e3)T-
e-2kd(e2-e4 e3-e2)×
Δ2(e2-e4 e3-e2)T

证明 构造如下Lyapunov泛函:

 V(x(t))=V1(x(t))+V2(x(t))+V3(x(t))+
V4(x(t))+V5(x(t))

其中

V1(x(t))=e2ktxT(t)Px(t)+2e2kt×

∑
n

i=1
(∫

xi(t)

0
ki(fi(s)-ρ-

is)+

li(ρ+
is-fi(s))ds)

V2(x(t))=∫
t

t-d(t)
e2ks

x(s)

f(x(s))
æ

è
ç

ö

ø
÷

T

×

Q11 Q12
QT
12 Q22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

x(s)

f(x(s))
æ

è
ç

ö

ø
÷ds

V3(x(t))=∫
t

t-d(t)
[e2ksxT(s)Q1x(s)+e2ksfT(x(s))×

Q2f(x(s))]ds+∫
t-d1

t-d
[e2ksx(s)T×

Q3x(s)]ds+∫
t

t-d1
e2ksxT(s)Q4x(s)ds

V4(x(t))=d1∫
0

-d1∫
t

t+θ
e2ksx ·T(s)R1x ·(s)dsdθ+

(d-d1)∫
-d1

-d∫
t

t+θ
e2ksx ·T(s)R2x ·(s)dsdθ

V5(x(t))=τ∫
0

-τ∫
t

t+θ
e2ksfT(x(s))R3f(x(s))dsdθ

计算Vi(x(t))(i=1,…,5)的导数,有

V
 ·
1(x(t))=2ke2ktxT(t)Px(t)+2e2ktxT(t)Px ·(t)+

2e2kt((fT(x(t))-xT(t)ρp)Kx ·(t)+
(xT(t)ρm-fT(x(t)))Lx ·(t))+

4ke2kt∑
n

i=1
(∫

xi(t)

0
ki(fi(s)-ρ-

is)+

li(ρ+
is-fi(s))ds)

V
 ·
2(x(t))=e2kt

x(t)

f(x(t))
æ

è
ç

ö

ø
÷

T Q11 Q12
QT
12 Q22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷×

x(t)

f(x(t))
æ

è
ç

ö

ø
÷-(1-d

 ·(t))e2k(t-d(t))×

x(t-d(t))

f(x(t-d(t)))
æ

è
ç

ö

ø
÷

T Q11 Q12
QT
12 Q22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷×

x(t-d(t))

f(x(t-d(t)))
æ

è
ç

ö

ø
÷

V
 ·
3(x(t))=e2ktxT(t)Q1x(t)+e2ktfT(x(t))×

Q2f(x(t))-(1-d
 ·(t))(e2k(t-d(t))×

xT(t-d(t))Q1x(t-d(t))+
e2k(t-d(t))fT(x(t - d(t)))Q2f(x(t -
d(t))))+e2k(t-d1)xT(t-d1)Q3x(t-
d1)-e2k(t-d)xT(t-d)Q3x(t-d)+
e2ktxT(t)Q4x(t)-e2k(t-d1)xT(t-d1)×
Q4x(t-d1)

V
 ·
4(x(t))=d21e2ktx ·T(t)R1x ·(t)+(d-d1)2e2kt×

x ·T(t)R2x ·(t)-d1∫
t

t-d1

(e2ksx ·T(s)R1×

x ·(s))ds-(d-d1)∫
t-d1

t-d
(e2ksx ·T(s)R2×

x ·(s))ds

V
 ·
5(x(t))=τ2e2ktfT(x(t))R3f(x(t))-

τ∫
t

t-τ
e2ksfT(x(s))R3f(x(s))ds

另外,由式(5)、(6)知,对任意的正定对角矩阵Hi

=diag{hi1,…,hin}(i=1,2,3),有

0≤-2∑
n

i=1
h1i[fi(xi(t))-ρ-

ixi(t)][fi(xi(t))-

ρ+
ixi(t)]-2∑

n

i=1

{h2i[fi(xi(t-τ(t)))-

ρ-
ixi(t-τ(t))][fi(xi(t-τ(t)))-ρ+

ixi(t-

τ(t))]}-2∑
n

i=1

{h3i[fi(xi(t))-fi(xi(t-

τ(t)))-ρ-
i(xi(t)-xi(t-τ(t)))]×

[fi(xi(t))-fi(xi(t-τ(t)))-ρ+
i(xi(t)-

xi(t-τ(t)))]}=
-2(f(x(t))-ρmx(t))TH1(f(x(t))-
ρpx(t))-2(f(x(t-τ(t)))-ρmx(t-
τ(t)))TH2(f(x(t-τ(t))-ρpx(t-τ(t)))-
2(f(x(t))-f(x(t-τ(t)))-ρm(x(t)-
x(t-τ(t))))H3(f(x(t))-f(x(t-
τ(t)))-ρp(x(t)-x(t-τ(t))))

注意到d
 ·(t)≤u,利用式(8)~(10)以及引理2处

理上述导数项中的积分项,将x ·(t)=-Cx(t)+

Af(x(t))+Bf(x(t-τ(t)))+D∫
t

t-τ(t)
f(x(s))ds

代入所求得的导数中,得
当时滞d(t)∈ [0,d1]时

V
 ·(x(t))≤e2ktξT(t)(Ξ1+Ξ2+Ξ31)ξ(t)

当时滞d(t)∈ [d1,d]时
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V
 ·(x(t))≤e2ktξT(t)(Ξ1+Ξ2+Ξ32)ξ(t)

因此,当线性矩阵不等式(11)、(12)成 立 时,

V
 ·(x(t))<0,则系统(4)是全局渐近稳定的.

由V
 ·(x(t))<0可得,V(x(t))≤V(x(0)).

其中

V1(x(0))≤λmax(P)x(0)2+2(f(x(0))-

ρpx(0))TKx(0)+2(ρmx(0)-
f(x(0)))TLx(0)≤
λmax(P)sup

-h≤s≤0
x(s)2+2λmax(ρm-

ρp)(λmax(K)+λmax(L))sup
-h≤s≤0

x(s)2

V2(x(0))≤∫
0

-d
e2ks

x(s)

f(x(s))
æ

è
ç

ö

ø
÷

T Q11 Q12
QT
12 Q22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷×

x(s)

f(x(s))
æ

è
ç

ö

ø
÷ds≤

d(1+ρ)2λmax
Q11 Q12
QT
12 Q22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷×

sup
-h≤s≤0

x(s)2

其中ρ= max
1≤i≤n

{ρ-
i ,ρ+

i }.

V3(x(0))≤(dλmax(Q1)+dρ2λmax(Q2)+(d-
d1)λmax(Q3)+d1λmax(Q4))×
sup
-h≤s≤0

x(s)2

V4(x(0))≤λmax(R1)d1∫
0

-d1∫
0

θ
x ·T(s)x ·(s)dsdθ+

λmax(R2)(d-d1)∫
-d1

-d∫
0

θ
(x ·T(s)×

x ·(s))dsdθ
x ·T(s)x ·(s)≤4(λmax(CTC)+ρ2λmax(ATA)+

ρ2λmax(BTB)+τ2ρ2λmax(DTD))×
sup
-h≤s≤0

x(s)2

V5(x(0))≤τλmax(R3)∫
0

-τ∫
0

θ
fT(x(s))f(x(s))×

dsdθ≤ρ2τ3
2λmax(R3)sup

-h≤s≤0
x(s)2

V(x(0))=V1(x(0))+V2(x(0))+V3(x(0))+
V4(x(0))+V5(x(0))≤
αsup

-h≤s≤0
x(s)2

α=λmax(P)+2λmax(ρm-ρp)(λmax(K)+λmax(L))+

d(1+ρ)2λmax
Q11 Q12
QT
12 Q22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷+[dλmax(Q1)+

dρ2λmax(Q2)+(d-d1)λmax(Q3)+d1λmax(Q4)]+
4[λmax(R1)d1+λmax(R2)(d-d1)][λmax(CTC)+

ρ2λmax(ATA)+ρ2λmax(BTB)+

τ2ρ2λmax(DTD)]+ρ2τ3
2λmax(R3)

又 V(x(t))≥e2ktλmin(P)x(t)2,故 x(t) ≤

α
λmin(P)

e-kt sup
-h≤s≤0

x(s).

由定义1可知,系统(4)是指数稳定的,定理

成立.证毕.

3 数值实例

下面给出两个数值实例说明定理所给条件的

优越性.
例1 考虑系统(4),其中

C=
2.3 0 0
0 3.4 0
0 0 2.5

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

A=
 0.9 -1.5 0.1
-1.2  1.0 0.2
 0.2  0.3 0.8

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

B=
0.8 0.6 0.2
0.5 0.7 0.1
0.2 0.1 0.5

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,D=

0.3 0.2 0.1
0.1 0.2 0.1
0.1 0.1 0.2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

ρp =diag{0,0,0},ρm =diag{0.2,0.2,0.2}

表1给出了当指数衰减率k =0,u 未知,

d=τ时,利用定理所得时滞上界与文献[11,

15-17]的比较,其中文献[15-17]不划分区间,文
献[11]均分区间,本文以d1=5.21划分区间.由
表1可以看出,定理所得结果具有更小的保守性.
为 了 验 证 所 得 结 果, 取 f(x(t)) =
0.2tanh(x1(t))

0.2tanh(x2(t))

0.2tanh(x3(t))

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,d(t) = 1.5sin2t,τ(t) =

1.5cos2t,图1为例1中系统的仿真曲线图.由图1可

以看出,当时间逐渐增加时,状态响应曲线趋向于0.

表1 系统稳定的最大时滞上界d
Tab.1 Allowabledelayupperboundd

方法 时滞上界d

文献[16] 1.833
文献[17] 5.068
文献[15] 6.938
文献[11] 9.338

本文 10.440
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图1 例1中x1(t)、x2(t)、x3(t)的状态响应曲线

Fig.1 Stateresponsescurvesofx1(t),x2(t)and

x3(t)inExample1

例2 考虑系统(4),其中

C=
6 0 0
0 5 0
0 0 7

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,A=

 1.2 -0.8  0.6
 0.5 -1.5  0.7
-0.8 -1.2 -1.4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

B=
-1.4  0.9 0.5
-0.6  1.2 0.8
 0.5 -0.7 1.1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

D =
 1.8  0.7 -0.8
 0.6  1.4  1.0
-0.4 -0.6  1.2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

ρp=diag{-1.2,0,-2.4},ρm=diag{0,1.4,0}

当参数τ、u、d为变量时,表2给出了由定理

所得的最大指数衰减率与文献[11,15,17]所得

结果的比较.由表2可以看出,本文所得结果与上

述文献相比有了很大的提高,因此使得指数稳定

性结果具有更小的保守性.为了验证所得结果,取

f(x(t)) =

-1.2tanh(x1(t))

 1.4tanh(x2(t))

-2.4tanh(x3(t))

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, d(t) =

0.25sin2t,τ(t)=0.2cos2t,图2即为例2中系统

       
表2 在不同的τ、u、d 下,系统稳定的最大

指数衰减率k
Tab.2 Allowable exponential convergence rate

indexkwithdifferentτ,uandd

d τ u
k

文献[17]文献[15]文献[11] 本文

0.5 0.2 0 0.46 0.58 0.67 0.74(d1=0.25)

0.5 0.2 0.5 0.21 0.35 0.45 0.53(d1=0.17)

0.6 0.2 0.5 0.06 0.20 0.29 0.33(d1=0.21)

0.8 0.2 0.5 0 0.05 0.11 0.13(d1=0.21)

图2 例2中x1(t)、x2(t)、x3(t)的状态响应曲线

Fig.2 Stateresponsescurvesofx1(t),x2(t)and

x3(t)inExample2

的状态响应曲线.由图2可以看出,随着时间的增

加状态响应曲线也逐渐趋向于0.

4 结 语

本文讨论了具有分布时滞的人工神经网络的

指数稳定性问题.通过对时滞区间进行不等分割

并运用倒数凸引理得到了基于线性矩阵不等式的

全局指数稳定性新判据.数值实例说明了所得结

果的有效性与更小的保守性.在后续的研究中,将
讨论将时滞区间分为不等的3个子区间时,对神

经网络稳定性的影响.
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Exponentialstabilityanalysisforaclass
ofneuralnetworkswithmixeddelays

GUO Liang-dong1, PANG Bao1, HE Xi-qin1,  HE Jian-jun*2

(1.SchoolofScience,UniversityofScienceandTechnologyLiaoning,Anshan114051,China;

2.CollegeofInformation&CommunicationEngineering,DalianNationalitiesUniversity,Dalian116600,China)

Abstract:Theproblemofexponentialstabilityanalysisforartificialneuralnetworkswithmixed
delays(includingdiscreteanddistributedtime-varyingdelays)isdiscussed.Bydividingthedelay
intervalintotwounequalsubintervalsandusingthereciprocalconvexapproach,animproveddelay-
dependentexponential-stabilitycriterionisderivedintermsofthelinearmatrixinequalities(LMIs).
Finally,numericalexamplesillustratetheeffectivenessandlessconservatism oftheobtained
conditions.

Keywords:mixeddelay;exponentialstability;reciprocalconvexapproach;linearmatrixinequality
(LMI)
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