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非负矩阵低秩分解的交替二次规划算法
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摘要:非负矩阵分解算法有多种,但都存在着各自的缺陷.在现有工作的基础上,将非负矩

阵分解(NMF)模型转化为一组(两个)二次凸规划模型,利用二次凸规划有解的充分必要条

件推导出迭代公式,进行交替迭代,可求出问题的解.得到的解不仅具有某种最优性、稀疏性,

还避免了约束非线性规划求解的复杂过程和大量的计算.证明了迭代的收敛性,且收敛速度

快于已知的方法,对于大规模数据模型尤能显示出其优越性.
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0 引 言

在机器学习和模式识别的应用[1-3]中,通过矩

阵分解得到原数据矩阵的低秩逼近,可以发现数

据的内在结构特征,从而大大降低数据特征的维

数,节省存储和计算资源.Lee等[4]发表了非负矩

阵分解(non-negativematrixfactorization,NMF)
算法,它将一个元素非负的矩阵分解为左右两个

非负矩阵乘积,由于分解后的矩阵中仅包含非负

元素,原矩阵中列向量可解释为对左矩阵中所有

列向量(称为基向量)的加权和,而权重系数为右

矩阵中对应列向量中的元素.由于其分解算法实

现简便,分解的结果中不出现负值,而且具有可解

释性和明确的物理意义,广泛应用于图像识别、语
音辨识、盲源分离、脑电信号提取等问题中[3-6].本
文将NMF模型转化为凸二次规划模型求解,以
期提高大规模数据模型的处理速度.

1 非负矩阵分解的概念与计算方法

给定m×n阶的非负实矩阵A 和正整数k<
min{m,n},NMF要求找到两个非负矩阵 W ∈
Rm×k 和H ∈Rk×n,满足

A≈WH (1)

衡量WH 与A 之间逼近程度误差的度量有很多,
采用不同的度量可以得到不同的优化模型.

基于 Frobenius范 数 的 欧 氏 距 离 优 化 模

型[4-5]如下:

min
W≥0,H≥0

E A( WH)= 12 A-WH 2
F (2)

或者

 min
W≥0,H≥0

E A( WH)= 12∑
m

i=1
∑
n

j=1

(A-WH)2ij (3)

若选用K-L散度函数作为逼近度量,则问题

(1)可以转化为下面的优化模型[4,6-7]:

min
W≥0,H≥0

E A( WH)=∑
m

i=1
∑
n

j=1
(Aijlog

Aij

(WH)ij -

Aij +(WH)ij ) (4)

非负矩阵低秩分解的方法有很多[6-11],思路可

分两类.首先是公式逼近法,根据式(1)的要求,构
造某种迭代公式,其中最基本最具代表性的是[4-5,7]

Hk+1 =Hk*(WT
kA)/(WT

kWkHk)

Wk+1 =Wk*(AHT
k)/(WkHkHT

k)
(5)

采用同时迭代或者交替迭代的方式,将Hk 与

Wk 更新为Hk+1 与Wk+1,并希望当k→+∞ 时,

WkHk →A.
公式逼近法的优点是,迭代公式的构造一般



都比较简单,公式中的运算主要是矩阵之间加法、
乘法与矩阵求逆运算等,算法的实现比较容易;缺
点是其收敛性难以得到证明,且收敛速度较慢.

其次是优化逼近法.针对模型(3)直接采用

优化方法求解,可供选择的局部最优化方法[12-16]

有广义乘子法、广义既约梯度法(GRG法)、信赖

域方法、二次规划序列逼近法、梯度投影法等.其
主要优点是算法都比较成熟,可靠性高,收敛性都

已得到充分证明;其缺点是求得的解只能保证它

的局部 最 优 性.亦 可 选 择 全 局 最 优 化 方 法 求

解[15-16],如填充函数法、山丘函数法、区间方法、
遗传算法、微分进化算法、随机投点与随机方向算

法等.这类方法的缺点主要是计算量远远大于一

般的局部最优化方法.

2 非负矩阵低秩分解的交替二次规

划算法

在对模型(3)采用局部或全局优化计算时,
可看到f(X)是一个多元(p=m×k+k×n个变

元)四次代数多项式函数,由于其高度非线性特

性,极值点结构非常复杂,使用传统的优化算法求

解模型(3)十分困难.注意到在模型(3)中,如果

将W 选定为某个常数阵W1,即令W =W1 时有

min
H≥0

E A( H)=min
H≥0

1
2∑

m

i=1
∑
n

j=1

(A-W1H)2ij

(6)
是一个关于H 的二次函数,而约束H≥0是关于

H 的一次函数,因而式(6)是一个关于H 的二次

规划模型.
同理,如果选定H =H1,则有

min
W≥0

E A( W)=min
W≥0

1
2∑

m

i=1
∑
n

j=1

(A-WH1)2ij

(7)
是一个关于W 的二次规划模型.如果在式(6)与

(7)中再加入相应的稀疏性约束λ∑
k

i=1
∑
n

j=1
Hij 与

μ∑
m

i=1
∑
k

j=1
Wij ,有

min
H≥0

E A( H)=min
H≥0

[12∑
m

i=1
∑
n

j=1

(A-W1H)2ij +

λ∑
k

i=1
∑
n

j=1
Hij ];λ>0

min
W≥0

E A( W)=min
W≥0

[12∑
m

i=1
∑
n

j=1

(A-WH1)2ij +

μ∑
m

i=1
∑
k

j=1
Wij ];μ>0

式中: Hij 为 矩 阵 H 任 一 元 素 的 绝 对 值,

Wij 为矩阵W 任一元素的绝对值,λ与μ为乘子

或惩罚因子,以上两式又可写成:

min
H≥0

E A( H)=min
H≥0

[12∑
m

i=1
∑
n

j=1

(A-W1H)2ij +

λ∑
k

i=1
∑
n

j=1
Hij ];λ>0 (8)

min
W≥0

E A( W)=min
W≥0

[12∑
m

i=1
∑
n

j=1

(A-WH1)2ij +

μ∑
m

i=1
∑
k

j=1
Wij ];μ>0 (9)

显然式(8)与(9)均是二次凸规划模型,当乘子

(或参数)λ与μ 选定以后,它们的解H 与W 是存

在的、唯一的.
求解二次凸规划模型的难度远比求解模型

(3)要小得多.求解方法有Lemke算法、Wolfe算

法、有效集算法等[12-15],其中有效集算法对二次规

划中二次项系数阵的要求比较宽松,一般的数学

软件优化计算部分中,对二次规划的求解大多采

用有效集算法,例如Matlab7.0软件优化库程序

中对二次规划的求解就是如此[17].
如果充分利用函数E A( H)与E A( W)的

凸性,还可以有更简捷的办法来进行求解,式(8)
与(9)中约束极小化的目标函数又可写成

E A( H)= 12∑
m

i=1
∑
n

j=1

(A-W1H)2ij +

λ∑
k

i=1
∑
n

j=1
Hij;Hij ≥0,λ>0 (10)

与

E A( W)= 12∑
m

i=1
∑
n

j=1

(A-WH1)2ij +

μ∑
m

i=1
∑
k

j=1
Wij;Wij ≥0,μ>0 (11)

求出∂E A( H)
∂H

与∂E A( W)
∂W

,并令∂E A( H)
∂H =0

与∂E A( W)
∂W =0,这是式(10)与(11)有解(有极

值点)的必要性条件,同时也是充分性条件(因为

是凸规划),容易求得

∂E A( H)
∂Hij

= (WT
1(W1H-A))ij +λ=

(WT
1W1H-WT

1A)ij +λ

令∂E A( H)
∂H =0,有
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WT
1W1H =WT

1A-λL
式中:L为k×n阶、元素全为1的矩阵.从而可得

H = (WT
1W1)+ (WT

1A-λL)
其中A 为m ×n 阶矩阵,W1 为 m ×k 阶矩阵,
(WT

1W1)+ 是 WT
1W1 的 Penrose-Moore广 义 逆

阵[17],同理可以求得

∂E A( W)
∂Wij

= ((WH1-A)HT
1)ij +μ=

(WH1HT
1 -AHT

1)ij +μ

令∂E A( W)
∂W =0,有WH1HT

1 =AHT
1-μM,

其中M 为m×k阶、元素全为1的矩阵,从而得

W = (AHT
1 -μM)(H1HT

1)+

其中 H1 为k×n阶矩阵,(H1HT
1)+ 是 H1HT

1 的

Penrose-Moore广义逆阵[17].
则交替二次规划算法的计算公式可以归纳如

下:

H = (WT
1W1)+ (WT

1A-λL);λ>0,H ≥0(12)

W = (AHT
1 -μM)(H1HT

1)+;μ>0,W ≥0(13)

E2k-1 = 12∑
m

i=1
∑
n

j=1

(A-W1H)2ij +λ∑
k

i=1
∑
n

j=1
Hij =

Ea +Eb (14)

E2k = 12∑
m

i=1
∑
n

j=1

(A-WH1)2ij +μ∑
m

i=1
∑
k

j=1
Wij =

Ea +Eb (15)
具体计算步骤为

步骤1 选取基矩阵W 的初值为W =Wk(k
=1),按式(12)求Hk(k=1),注意其中参数λ试

探性地取值,以使得到的Hk(k=1)中正元素的

多少与分布都比较合理,然后对Hk 引入非负性条

件限制,记录下Wk 与Hk(k=1)中零元素的个数

(设为 NWkz
与 NHkz

),再按式(14)计算总误差

E2k-1(k=1);
步骤2 取定H =Hk,按式(13)求Wk+1,得

到Wk+1 后引入非负性条件限制,注意其中参数μ
试探性地取值,以使得到的 NWk+1z

满足 NWk+1z≥
NWkz

,再按式(15)计算总误差E2k(k=1);
步骤3 检查迭代终止条件:如果E2k-1 ≥

E2k(k=1)或者E2k≥E2k+1 与NW2z≥NW1z
同时

成立,则令k+1→k,转入步骤1继续迭代,否则

迭代终止,上一轮的结果则为最优分解.
注:1.初始基阵Wk(k=1)的选取方法:只需

W1 中的列向量尽可能地线性独立,并含有尽可能

多的零元素即可.初始基阵W1 选取得好与不好,

均不影响交替二次规划算法迭代的收敛性,但W1

选取得好可以减少迭代的次数.
2.参数λ与μ 的取值方法:只需满足两个条

件:(1)从 Hk 到Hk+1 中零元素的个数 NHkz
到

NHk+1z
是缓慢递增的,即有NHkz≤NHk+1z

(或从Wk

到Wk+1 中零元素的个数NWkz
到NWk+1z

是缓慢递

增的);(2)按照式(14)或(15)计算出的前后两次

总误差值E2k-1 到E2k 或E2k 到E2k+1 是逐渐递减

的,即有E2k-1≥E2k≥E2k+1.如果所取λ或μ使条

件(1)、(2)不能同时满足,则迭代终止;如果能够

同时满足则继续向下迭代.在具体执行中,比如下

面例1,当求H2时,如果λ取值过大,若取λ=16,
则求得的H2 中,或者全部元素为零,或者仅有少

量非负元素;如果λ取值过小,例如取λ=1,则求

得的H2 中,或者没有零元素,或者仅有少量的零

元素.需要对λ值进行调整,如过大,只需将λ=
16除以2有λ=16/2=8,如过小只需将λ=1乘

以2有λ=1×2=2,直到λ值使NH2z≥NH1z
为

止.
3.Hk 与Wk 中元素非负性要求的实现:当模

型取为一般的约束非线性规划(3)时,则H ≥0,

W ≥0,将构成模型(3)可行域的(线性)边界,通
常采用梯度投影法效果较好,但因需作多次的一

维搜索,计算量往往较大.当模型取为交替二次规

划(10)、(11)时,多数文章采用二次规划(10)或

(11)有解的必要性条件(Kuhn-Tucker条件),将
式(10)或(11)转化为一组等式和不等式方程联

立求解,其中因为存在有非线性的互补松弛性等

式,也给求解带来较大的难度与较大的计算量.为
了避免上述方法中存在的这些问题,本文在交替

二次规划迭代计算中采用当Hk 与Wk 中出现负元

素时,直接用零元素取代,而以较小的难度与较少

的计算量实现了Hk 与Wk 中元素的非负性要求.

3 交替二次规划算法实例

例1 设有非负实矩阵A5×5,如果取分解参

数r=3,则有A5×5 ≈W5×3×H3×5.
注:当r=1,2,4,5时,求解思路与演算过程

完全同于r=3.
当已给A,如果将基矩阵W 的初值选定为

W1,则按交替二次规划算法计算式(12)、(13)与

(14)、(15)来交替求解H 与W,计算过程与具体

步骤略去,可依次得分解的主要步结果如下:
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(1)A=

11 1 1 1 1
1 21 1 1 1
1 1 31 1 1
1 1 1 41 1
1 1 1 1 51

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

,

W1 =

1 0 0
0 1 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

,

H1 =
2 0 12 0 0
0 7 0 17 0
0 0 0 0 43

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

E1 =1502,λ=8;

(2)W2 =

0 0 0
0 0.13017 0

1.71622 0 0
0 1.72781 0
0 0 1.12115

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

,

H1 不变,E2 =1025.1,μ=120;

(3)W2 不变,

H2=
0 0 16.7049 0 0

0.1537 0 0 22.3066 0
0 0 0 0 42.3068

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

E3 =630.053,λ=4;

(4)W3 =

0 0 0
0 0 0

1.54501 0 0
0 1.68107 0
0 0 1.19227

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

,

H2 不变,E4 =1025.1,μ=100.
迭代至第(4)步停止,因为无论怎样调整μ>

0值,均不能使E4≤E3与NW3z≥NW2z
同时成立,

故最优分解是第(3)步的结果W2、H2.
例2 设有非负实矩阵A7×6,如果取分解参

数k=3,则有A7×6 ≈W7×3×H3×6.
注:当k=1,2,4,5,6时,求解思路与演算过

程完全同于k=3.
已给A,如果将基矩阵W 的初值选定为W1,

则按交替二次规划法求解式(12)、(13)、(14)、
(15)来交替求解H 与W,计算过程与具体步骤略

去,可依次得分解的主要步结果如下:

(1)A=

1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 6 1
3 4 5 6 1 2
4 5 6 1 2 3
5 6 1 2 3 4
6 1 2 3 4 5
7 5 4 3 2 1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

,

W1 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

,

H1 =
0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

E1 =319,λ=7;

(2)A不变,W2 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 1.5

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

,

H1 不变,E2 =306.25,μ=7;
(3)W2 不变,

H2=
0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0

2.94118 1.29412 1.41176 1.52941 0.23529 0.35294

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

E3 =289.471,λ=7;

(4)W3 =

0.51500 0 0.83299
0 0.13014 1.46443
0 0 2.09585
0 0 1.70728
0 0 1.81414
0 0 1.92100
0 0 2.68843

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

,

H2 不变,E4 =198.176,μ=6.5;
(5)W3 不变,

H3=
0 0 0 0.71841 3.24088 4.81804
0 0 0 0 0 0

2.99317 2.55794 2.27746 2.02677 1.66773 1.89313

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,
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E5 =100.885,λ=1;

(6)W4 =

0.62684 0 0.40843
0 0 0.89179
0 0 1.24581
0 0 1.21079
0 0 1.02741

0.20023 0 0.77301
0 0 1.57027

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

,

H3 不变,E6 =521.563,μ=20.
无论怎样调整μ>0值,均不能使E6≤E5与

NW4z≥NW3z
同时成立,迭代至第(6)步停止,从而

第(5)步的结果W3、H3 是寻求的最佳结果.

4 交替二次规划算法的收敛性

在式(14)中,因 Ea >0,λ>0,Hij ≥0,

∑
k

i=1
∑
n

j=1
Hij >0,Eb >0,故E2k-1 >0.

在式(15)中,因 Ea >0,μ>0,Wij ≥0,

∑
m

i=1
∑
k

j=1
Wij >0,Eb >0,故E2k >0.

由交替二次规划所产生的总误差值列有E1

≥E2≥E3≥…≥Ep≥0,单调递减且有下界的

数列{Ep}(p=1,2,3,…)必有极限,故算法是收

敛的,实际上算法在(很少的)有限步终止,其中

每一步,如例2中的第(2)、(3)、(4)步的结果,均
可作为需要分解的结果,这只需根据WH 逼近A
的精度E 值的不同要求来选定.

5 结 语

非负矩阵低秩分解的方法有很多,对于同一

个例子用这些方法求得的结果,如何判定(或评

定,或比较)它们的优缺点?本文作者认为这需要

有一定的评定标准,而这个评定标准中主要应该

包括(1)总误差E=Ea +Eb 的大小,其中Ea 为

Wm×k×Hk×n 逼近Am×n 所产生的误差,Eb 为满足约

束情况所产生的误差,总误差 E 值愈小愈好;
(2)基矩阵W 中列向量W1,W2,W3,…,线性独立

的程度,这种程度是用内积Wi×Wj≈0(i≠j)来
描述的,Wi×Wj愈接近于0愈好;(3)基矩阵W 与

系数矩阵H(特别是H)稀疏的程度;(4)对大型

数据,方法的适应性与处理能力,其中(1)与(3)是
统一而又矛盾的.

交替二次规划算法的提出,首先是考虑了避开

直接求解原约束非线性规划(3)的复杂性与困难

度.本文在学习与借鉴前人思路的基础上,充分考

虑了对评定标准(1)~(4)等基本条件的要求,经过

长时间探索而设计出了一种求解方法.实例试算表

明,上述思想与要求基本上都能得到很好的体现.
算法的思路明确,易于实现,迭代过程简单,计算量

很小,对大型数据模型的计算可显示出其特有的优

点,算法的收敛性也比较容易得到证明.
缺点是对Hk 与Wk 中元素非负性要求的实

现,采用在迭代过程中如果出现了负元素直接用

零元素取代的方案,其优点是比别的任何方法实

现过程简单,且计算量很小,但这一方案是否具有

普遍性,是否存在不适用的特例,目前尚不清楚,
有待进一步的研究.
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Alternativequadraticprogrammingfornon-negativematrix
low-orderfactorization

YANG Ming-sheng*1, LIU Li-jun2

(1.SchoolofMathematicalSciences,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.SchoolofScience,DalianNationalitiesUniversity,Dalian116600,China)

Abstract:Manyalgorithmsareavailableforsolvingtheproblemofnon-negativematrixfactorization
(NMF)despiterespectiveshortcomings.Basedonexistingworks,NMFmodelistransformedinto
onegroupof (two)convexquadraticprogramming model.Usingthesufficientandnecessary
conditionsforquadraticprogrammingproblems,iterationformulaforNMFisobtainedbywhichthe
problemissolvedafteralternativeiterationprocess.Theobtainedsolutionreachesitsoptimalityand
sparsenesswhileavoidingcomputationalburdenandcomplexityforsolvingconstrainednonlinear
programmingproblems.Theiterationconvergencecanbeprovedeasilyanditsspeedisfasterthan
thatofexistingapproaches.Theproposedapproachhasitssuperorityforlarge-scaledatamodel.

Keywords:non-negativematrixfactorization;convexquadraticprogramming;large-scaledatamodel
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