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摘要:介绍了UEND 和φ 混合的相依关系的随机变量,研究了具有UEND 和φ 混合的相

依关系的随机变量的随机和的尾概率问题,利用一种求相依关系的随机变量的随机和的大偏

差方法,得到了具有UEND 和φ 混合的相依关系的服从重尾分布的随机变量的随机和的渐

近尾概率的结果,将服从独立不同分布的随机变量的随机和的一致渐近结论推广到了服从不

同分布的带相依关系的随机变量的随机和的结论上.
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0 引 言

服从重尾分布的随机变量和的精确大偏差是

保险业中一个重要的研究课题,其确定有利于保

险公司做出更好的决策,降低保险公司破产事件

发生的可能性.设{Xn,n≥1}表示一个取值非负

的、服从不同分布的随机变量序列,其对应的分布

为{Fn,n≥1},且有有限的均值{μn,n≥1},在保

险业中这个随机变量序列代表索赔额.令{N(t),t

≥0}是一个由取非负整数值的随机变量所产生

的随机过程,且满足对所有的t≥0有E(N(t))=
λ(t)< ∞,但当t→ ∞ 时就有λ(t)→ ∞.常令

{Xn,n≥1}与{N(t),t≥0}是相互独立的.记

S(t)=∑
N(t)

i=1
Xi 为随机和.文献[1-2]研究了独立

同分布情形下的随机和的精确大偏差,即对于任

意的γ>0,当t→∞时,对于x≥γλ(t)一致地有

P(S(t)-E(S(t))>x)~λ(t)F(x),其中F是

独立同分布情形下的随机变量序列{Xn,n≥1}
的 共 同 分 布. 这 种 一 致 性 可 以 理 解 为

lim
t→∞

sup
x≥γλ(t)

P(S(t)-E(S(t))>x)
λ(t)F(x)

-1 =0.文

献[3]研究了独立不同分布的随机变量的随机和

的精确大偏差,而本文主要研究的是相依不同分

布的随机变量序列的随机和的精确大偏差.

1 预备知识

1.1 重尾分布

称随机变量X(或它的分布F)是重尾的,如

果它没有指数阶矩.一个支撑在[0,∞)上的分布

F 是一致变化尾的(记为C),若

lim
y↓1
liminf

x→∞

F(xy)
F(x)

=1

或者,等价地有

lim
y↑1
limsup

x→∞

F(xy)
F(x)

=1

若对于任意的y∈ (0,1)(或者等价地,对y =
1/2)有

limsup
x→∞

F(xy)
F(x)

< ∞

成立,则称F 属于控制变化族(记为 D).由文献

[4]知,C⊂D.令



γ(y)∶=liminf
x→∞

F(xy)
F(x)

和

γF∶=inf-logγ
(y)

logy
:y>1{ }

在文献[5]中,γF 称为分布F 的 Matuszewska上

指标.

1.2 相依随机变量序列

首先给出第一个相关的相依随机变量序列的

概念.
定义1 称随机变量序列{Xn,n≥1}为φ混

合序列(或者一致正则强混合序列),若当t→ ∞
时,有

φ(n)=sup
k≥1

φ(Fk
1,F∞

n+k)→0,n→ ∞

这里

φ(A,B)= sup
A∈A

B∈B,P(A)>0

P(B|A)-P(B)

Fk
1 =σ(Xi,1≤i≤k),F∞

n+k =σ(Xi,i≥n+k)

注:一般地,φ(n)是一个递减函数,且φ混合

可以推出强混合,不少有关混合文献的结论被应

用到时间序列分析中,见文献[6-8].接下来给出

本文所需要的第二个相依随机变量序列的概念.
定义2 称随机变量序列{Xn,n≥1}是上

延拓负相依的随机变量序列(记为UEND),如果

存在某个M>0,对于每一个n=1,2,…,以及所

有的取值为实数的x1,x2,…,xn,

P(X1 >x1,…,Xn >xn)≤M∏
n

i=1
P(Xi>xi)

(1)

注:关于UEND 的概念详见文献[9].

1.3 相关命题

命题1 (1)设F∈D,且存在一个有限的数

学期望,对于任意的1≤γF <p< ∞,当x→ ∞
时,有

x-p =o(F(x))

(2)设F∈D,对于任意的p>γF,存在正数

x0 和B,使得对于所有的θ∈(0,1]和所有的x≥
θ-1x0,有

F(θx)
F(x)

≤Bθ-p

命题1中的(1)是文献[2]中的引理2.1,证

明已由引理2.1给出;命题1中的(2)是文献[2]

中的引理2.2,它的证明见文献[5]中的性质

2.2.1.下面的命题是文献[9]中的引理2.2.
命题2 设{Xn,n≥1}是UEND 的随机变

量序列,
(1)如果{fn(·),n≥1}是非降的函数,则

{fn(Xn),n≥1}是UEND 的随机变量序列;
(2)如果{Xn,n≥1}是非负的和UEND 的

随机变量序列,则对于任意的s>0和每一个n≥
1,都有

Eexps∑
n

i=1
Xi{ }≤M∏

n

i=1
Eexp{sXi}

命题3 设 {Xn,n ≥ 1}为 一 个 非 负 的、

UEND 的 和φ 混 合 的 随 机 变 量 序 列,满 足

∑
∞

n=1
φ1
/2(2n)< ∞,其对应的分布函数列为{Fn,n

≥1},存在相应的有限数学期望序列{μn,n≥1}.
设X为非负的随机变量,其分布函数F∈C,数学

期望为μ.假设:
(1)F 和{Fn,n≥1}满足假设条件1:存在某

个T>0,使得对于x≥T 一致地有

lim
n→∞

∑
n

i=1
Fi(x)

nF(x)
=1

且存在常数c≥1,使得对于i=1,2,…,n,有

Fi(x)≤cF(x).
(2)μ和{μn,n≥1}满足假设条件2:

lim
n→∞

1
n∑

n

i=1
μi =μ< ∞

则对于任意固定的γ>0和δ>0,当n→ ∞ 时,

对x≥γn1+δ 一致地有

P(Sn -E(Sn)>x)~nF(x)

这里Sn =∑
n

i=1
Xi.

由文献[10]的定理1及文献[2]的定理3.1
的证明方法可以得到命题3,下面的命题4是文献

[2]的引理2.4.
命题4 设{ζ(t),t≥0}是一个随机过程,满

足E(ζ(t))=1.如果对于任意固定的δ>0,有

lim
t→∞

E(ζ(t)1(ζ(t)>1+δ))=o(1)

则ζ(t)
P

 →1.这里1(·)是示性函数.
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1.4 相关引理

引理1 设{Xn,n≥1}是一个随机变量序

列,存在相应的有限数学期望序列{μn,n≥1},其
对应的分布函数列为{Fn,n≥1}.令{N(t),t≥
0}是一个独立于{Xn,n≥1}的取非负整数值的

随机过程,且满足对于所有的t≥0有E(N(t))=
λ(t)<∞,但当t→∞时有λ(t)→∞.设X 为非

负的随机变量,其分布函数F∈C,数学期望为μ.
假设F 和{Fn,n≥1}满足假设条件1,μ和{μn,n

≥1}满足假设条件2.设{N(t),t≥0}满足假设

条件3:对于任意的p>γF 和任意的δ>0,有

E((N(t))p1(N(t)>(1+δ)λ(t)))=O(λ(t))

则当t→ ∞ 时有

E(S(t))~μλ(t)

注:由文献[2]可知假设条件3等价于当t→
∞ 时有

N(t)/λ(t)
P

 →1
(2)

而与式(2)等价的另一种表述形式为存在一个正

值函数ε(t),当t→ ∞ 时有ε(t)→0,且

P(|N(t)-λ(t)|>ε(t)λ(t))=o(1)(3)

证明 由假设条件2可知,对于任意的δ1 ∈
(0,1),存在N >0,使得当n>N 时,就有

(1-δ1)μ≤
1
n∑

n

i=1
μi≤ (1+δ1)μ (4)

取满足式(3)的ε(t),对于任意的δ>0,有

E(S(t))=E E ∑
N(t)

i=1
Xi|N(t)( )( )=

∑
∞

n=1
E ∑

n

i=1
Xi( )P(N(t)=n)=

( ∑
(1-ε(t))λ(t)

n=1
+ ∑

(1+δ)λ(t)

n=(1-ε(t))λ(t)+1
+ ∑

n>(1+δ)λ(t)
) ×

(1n∑
n

i=1
μi)nP(N(t)=n)=

K1+K2+K3 (5)

由式(4)知,当t充分大时,取 M = max {μ1,

1
2
(μ1+μ2),…,

1
N∑

N

i=1
μi,(1-δ1)μ,(1+δ1)μ}.

则由式(3)知,当t→ ∞ 时,有

K1
λ(t)μ

=
∑
N

n=1
+ ∑
(1-ε(t))λ(t)

n=N+1
( )

1
n∑

n

i=1
μi

æ

è
ç

ö

ø
÷nP(N(t)=n)

λ(t)μ
≤

∑
N

n=1
MnP(N(t)=n)

λ(t)μ
+

∑
(1-ε(t))λ(t)

n=N+1

(1+δ1)μnP(N(t)=n)

λ(t)μ
≤

ME(N(t)1(N(t)≤N))
λ(t)μ

+(1-ε(t))×

(1+δ1)P(N(t)≤ (1-ε(t))λ(t))=o(1)(6)

由式(4)及假设条件3知,当t→ ∞ 时,有

K3

λ(t)μ
≤
∑

n>(1+δ)λ(t)
((1+δ1)μ)nP(N(t)=n)

λ(t)μ
≤

(1+δ1)E
((N(t))p1(N(t)>(1+δ)λ(t)))

(λ(t))p =

o(1) (7)

对于 K2

λ(t)μ
,一方面由式(4)及式(2)知,当t→∞

时,有

K2

λ(t)μ
≤
∑

(1+δ)λ(t)

n=(1-ε(t))λ(t)+1

((1+δ1)μ)nP(N(t)=n)

λ(t)μ
≤

(1+δ1)(1+δ)P(N(t)≤ (1+δ)λ(t))

(8)

另一方面,同理有

K2

λ(t)μ
≥
∑

(1+δ)λ(t)

n=(1-ε(t))λ(t)+1

((1-δ1)μ)nP(N(t)=n)

λ(t)μ
≥

(1-δ1)((1-ε(t))+1/λ(t))P(N(t)≤
(1+δ)λ(t)) (9)

令δ↓0,δ1↓0,当t→ ∞ 时,由式(2)、式(5)~
(9)可知结论成立. □

引理 2 设{Xn,n ≥1}是 一 个 非 负 的、

UEND 的随机变量序列,其对应的分布函数列为

{Fn,n≥1}.则对于任意的0<t≤1,有

P(Sn >x)≤∑
n

i=1
P(Xi>yi)+Mexp{xy -

x
y
log xyt-1

∑
n

i=1∫
yi

0
utdFi(u)

+1æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

ü

þ

ý

ïï

ïï

成立,这里x 是一个任意的正数,{y1,y2,…,yn}

是一个由n 个正数组成的集合,y ≥ max{y1,

y2,…,yn}.
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证明 采用截断误差的方法来证明.设X
􀮨

i =

XiI{Xi≤yi}
,S
􀮨
n =∑

n

i=1
X
􀮨

i.由马尔可夫不等式及命题

2的(2)知

P(Sn>x)≤∑
n

i=1
P(Xi>yi)+P(S

􀮨
n >x)≤

∑
n

i=1
P(Xi>yi)+exp(-hx)×

Eexp(hS
􀮨
n)≤∑

n

i=1
P(Xi>yi)+

Mexp(-hx)∏
n

i=1
Eexp(hX

􀮨
i) (10)

这里h=h(x,y1,…,yn)>0.取0<t≤1,有

Mexp(-hx)∏
n

i=1
Eexp(hX

􀮨
i)=

Mexp(-hx)∏
n

i=1
1+∫

yi

0

exp(hu)-1
ut utdFi(u){ }≤

Mexp(-hx)∏
n

i=1
1+exp

(hy)-1
yt ∫

yi

0
utdFi(u){ }≤

Mexp(-hx)∏
n

i=1
expexp

(hy)-1
yt ∫

yi

0
utdFi(u){ }=

Mexpexp
(hy)-1
yt ∑

n

i=1∫
yi

0
utdFi(u)-hx{ } (11)

这里在第 一 个 不 等 式 中 用 到 函 数(exp(hu)-
1)/ut 在u>0上是单调递增的,在第二个不等式

中用到了不等式1+x≤exp(x)对于任意的x>

0都成立.令h= 1
y
log(xyt-1 ∑

n

i=1∫
yi

0
utdFi(u)+

1),将h代入式(11)中,得

Mexp(-hx)∏
n

i=1
Eexp(hX

􀮨
i)≤

Mexpì

î

í

ïï

ïï

x
y -x

y
logæ

è

ç
çç

xyt-1

∑
n

i=1∫
yi

0
utdFi(u)

+1 ö

ø

÷
÷÷

ü

þ

ý

ïï

ïï

(12)

将式(12)代入式(10)中即可得到引理的结论.□

2 UEND 和φ 混合随机变量的随机

和的大偏差

定理1 设X 和{Xn,n≥1}以及随机过程

{N(t),t≥0}满足假设条件1、2、3,则对于任意

固定的γ>0和δ>0,当t→ ∞ 时,对x ≥
γ(λ(t))1+δ 一致地有

P(S(t)-E(S(t))>x)~λ(t)F(x)

证明 由命题4,取ζ(t)= N(t)/λ(t),则假

设条件3意味着当t→∞时有N(t)/λ(t)
P

 →1.

对于任意的δ>0,

 P(S(t)-E(S(t))>x)=

∑
∞

k=0
P(N(t)=k)P(Sk-E(S(t))>x)=

∑
k≤(1+δ)λ(t)

+ ∑
k>(1+δ)λ(t)

( )P(N(t)=k)×

P(Sk-E(S(t))>x)=A+B (13)

先来估计A.取满足式(3)的ε(t),有

 ∑
k≤(1+δ)λ(t)

P(N(t)=k)P(Sk-E(S(t))>x)=

∑
|k-λ(t)|<􀆠(t)λ(t)

+ ∑
k-λ(t)<-􀆠(t)λ(t)

+ ∑
􀆠(t)λ(t)<k-λ(t)<δλ(t)

( )×

P(N(t)=k)P(Sk-E(S(t))>x)=
A1+A2+A3 (14)

首先来估计A1.对于任意的δ2>0,当t充分

大以后,由引理1可得

(1-δ2)λ(t)μ≤E(S(t))≤ (1+δ2)λ(t)μ
以及由假设条件2可知,对于 |k-λ(t)|<
􀆠(t)λ(t),有

(1-δ2)(1-􀆠(t))λ(t)μ≤E(Sk)≤
(1+δ2)(1+􀆠(t))λ(t)μ

一方面对于任意的γ>0和任意的δ3>0,当t→
∞ 时,对x≥γ(λ(t))1+δ 一致地有

A1= ∑
|k-λ(t)|<􀆠(t)λ(t)

P(N(t)=k)P(Sk-E(Sk)>x

-E(Sk)+E(S(t)))≤

∑
|k-λ(t)|<􀆠(t)λ(t)

P(N(t)=k)P(Sk-E(Sk)>x-

(1+δ2)(1+􀆠(t))λ(t)μ+(1-δ2)μλ(t))=

∑
|k-λ(t)|<􀆠(t)λ(t)

P(N(t)=k)P(Sk-E(Sk)>

x-(2δ2+δ2􀆠(t)+􀆠(t))λ(t)μ)≤

(1+δ3)(1+􀆠(t))λ(t)F(x-(2δ2+δ2􀆠(t)+

􀆠(t))λ(t)μ) ∑
|k-λ(t)|<􀆠(t)λ(t)

P(N(t)=k)≤

(1+δ4)(1+δ3)(1+􀆠(t))λ(t)×

F(x) ∑
|k-λ(t)|<􀆠(t)λ(t)

P(N(t)=k)

这里第二个不等式由命题3得到.在最后的不等式

中,由F∈C知,对于任意固定的γ>0和任意的

δ4 >0,当t→ ∞ 时,对x≥γ(λ(t))1+δ 一致地有
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F(x-(2δ2+δ2􀆠(t)+􀆠(t))λ(t)μ)
F(x)

≤1+δ4

另一方面,同理可得对于任意的γ>0和任意的δ5
>0,当t→ ∞ 时,对x≥γ(λ(t))1+δ 一致地有

A1 ≥ (1-δ5)(1-δ3)(1-􀆠(t))λ(t)×

F(x) ∑
|k-λ(t)|<􀆠(t)λ(t)

P(N(t)=k)

又由假设条件3知,当t→ ∞ 时,有

∑
|k-λ(t)|<􀆠(t)λ(t)

P(N(t)=k)=P(|N(t)-λ(t)|<

􀆠(t)λ(t))→1
令δ3↓0、δ4↓0和δ5↓0,对于任意固定的γ>0,

当t→ ∞ 时,对x≥γ(λ(t))1+δ 一致地有

A1 ~λ(t)F(x) (15)

其次估计A2.记m = (1-􀆠(t))λ(t),由假设

条件2知对于任意的δ6 >0,当t充分大以后有

(1-δ6)mμ≤E(Sm)≤ (1+δ6)mμ
根据式(2),当t→ ∞ 时有

∑
k-λ(t)<-􀆠(t)λ(t)

P(N(t)=k)≤P(N(t)-λ(t)≤

-􀆠(t)λ(t))=o(1)

所以对于任意的γ>0和任意的δ7>0,当t→∞
时,对x≥γ(λ(t))1+δ 一致地有

A2 ≤P(Sm -E(Sm)>x-E(Sm)+

E(S(t))) ∑
k-λ(t)<-􀆠(t)λ(t)

P(N(t)=k)≤

P(Sm -E(Sm)>x-(1+δ6)mμ+

(1-δ2)μλ(t)) ∑
k-λ(t)<-􀆠(t)λ(t)

P(N(t)=k)≤

(1+δ7)(1+δ6)(1-􀆠(t))λ(t)F(x)×

∑
k-λ(t)<-􀆠(t)λ(t)

P(N(t)=k)=

(1+δ7)(1+δ6)(1-􀆠(t))λ(t)F(x)o(1)=

o(λ(t)F(x)) (16)

采用类似估计A2 的方法来估计A3,同理可

知对于任意固定的γ>0,当t→ ∞ 时,对x≥
γ(λ(t))1+δ 一致地有

A3 =o(λ(t)F(x)) (17)

最后估计B.利用式(4)、假设条件1及引理

2,设t=1,yi=x
2v
,v>1,y=x

v
(y>max

i
{yi}),

对于任意的δ1,δ8 >0,当n充分大时,可以得到

P(Sn ≥x)≤∑
n

i=1
P Xi≥ x

2v
æ

è
ç

ö

ø
÷+

Mexp(v-vln( x
nμ(1+δ1)) ) =

(1+δ8)nF x
2v

æ

è
ç

ö

ø
÷+

Mexp(v+ln( x
nμ(1+δ1))

-v

) =

(1+δ8)nF x
2v

æ

è
ç

ö

ø
÷+ Mev(nμ(1+

δ1))vx-v

所以当t→ ∞ 时,B 的表达式可以表述为

B≤ ∑
k>(1+δ)λ(t)

P(N(t)=k)P(Sk >x)≤

(1+δ8)F x
2v

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑
k>(1+δ)λ(t)

kP(N(t)=k)+

M(eμ(1+δ1))vx-v ∑
k>(1+δ)λ(t)

kvP(N(t)=k)

=B1+B2 (18)

先来估计B1.由假设条件3知,当t→∞时有

∑
k>(1+δ)λ(t)

kP(N(t)=k)=o(λ(t))

根据命题1的(2)知,对于任意固定的γ>0,当t

→∞时,存在某个常数C'>0,对x≥γ(λ(t))1+δ

一致地有

F(x/2v)
F(x)

≤C'

由此可得

B1 ≤C'(1+δ8)F(x) ∑
k>(1+δ)λ(t)

kP(N(t)=k)=

C'(1+δ8)F(x)o(λ(t))=o(λ(t)F(x))

(19)

接下来估计B2.由命题1的(1)知,取v=p

>γF,当x→∞时有x-v =o(F(x)),再由假设条

件3知,对于任意固定的γ>0,当t→∞时,对x

≥γ(λ(t))1+δ 一致地有

B2=M(eμ(1+δ1))vx-v ∑
k>(1+δ)λ(t)

kvP(N(t)=k)=

O(λ(t))(eμ(1+δ1))vx-v =

o(λ(t)F(x)) (20)

将式(14)~ (20)代入到式(13)中可知定理结论

成立. □

3 结 语

本文利用已知的关于独立随机变量的随机和

的大偏 差 的 求 解 方 法,在 随 机 变 量 之 间 引 入
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UEND 和φ 混合的相依关系,得到了带有这样两

种相依关系的、服从重尾分布的随机变量的随机

和的尾概率的结论,它将独立不同分布的随机变

量的随机和的大偏差形式推广到相依不同分布的

随机变量的随机和的大偏差形式上,建立了带有

UEND 和φ 混合的相依关系的不同分布的随机

变量的随机和的一致渐近公式.
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PreciselargedeviationsforrandomsumofUEND
andφ-mixingrandomvariables

HUA Zhi-qiang*1,2, SONG Li-xin1, FENG Jing-hai1

(1.SchoolofMathematicalSciences,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.CollegeofMathematics,InnerMongoliaUniversityfortheNationalities,Tongliao028000,China)

Abstract:TheUENDandφ-mixingdependentrandomvariablesareintroduced,andtheissueoftail
probabilityofrandomsumofUEND andφ-mixingrandomvariablesisinvestigated.Byusinga
methodofthepreciselargedeviationofrandomsumofdependentrandomvariables,theasymptotic
behaviorofrandomsumofheavy-tailedrandomvariablesisobtained.Theconclusionsareextended
fromindependentnon-identicaldistributedrandomvariablestodependentandnon-identicaldistributed
randomvariables.

Keywords:upperextendednegativedependence;φ-mixture;randomsum;preciselargedeviation
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