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频带约束下刚架结构优化问题可行域研究
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摘要:研究频带约束下刚架结构轻量化设计问题的可行域基本性质.刚架结构中梁的断面

积取为设计变量,采用欧拉-伯努利梁的动力刚度法及 W-W 算法精确求解结构的固有频率

值.利用 W-W算法的特征值计数原理,研究了前述优化问题的可行域的形状和联通性,发现

可行域呈现复杂的形状,由多块非联通子域组成,并且部分可行域子域可以是低维的.还以三

杆梁的尺寸优化和拓扑优化为例,给出了可行域的具体形状,展示了这一优化问题的可行域

具有“强奇异性”.可行域的这一特点给基于梯度类的优化算法带来了极大的困难,需要采用

其他手段处理,也使这类问题有望用于测试各类优化软件算法.
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0 引 言

刚架结构是土木、航空航天、机械工程中常见

的一类承载结构,经常会承受频率在一定范围内

变化的动力荷载.为了避免结构和设备的破坏及

失效,通常要求结构固有频率远离激振力的频率

或频带,以避免共振.因此,以频率或频带为约束

的结构优化是很重要的一类优化问题,包括基频

最大化[1-6]、多阶频率约束下的优化[7-8]、多阶固有

频率及振型节点位置约束下的结构优化[9-10],及

考虑频带约束的结构优化.
结构动力优化以结构动力分析为基础,优化

设计在迭代寻优过程中需要大量的分析,因而希

望有高效的结构动力分析方法.对于激振源位于

杆件中部的刚架结构,为了获得比较精确的动力

响应和频率分布,如果采用通常的三次多项式形

函数建立梁单元刚度和质量矩阵,必须将每根杆

件划分为多个梁单元,这无疑显著增加了计算量,

而且精度不能保证.
为此,本文采用Kolousek[11]和Howson[12]提

出的动力刚度矩阵法建立刚架结构的动力学方

程,以 W-W 算法[13-15]高效求解结构频率并进行

优化.本文重点研究受到频带约束的刚架结构优

化问题的可行域形状.

1 可行设计列式

考虑一个刚架结构,假定结构中所有梁的断

面积是均匀的,以各根梁的横截面积作为设计变

量,采用动力刚度阵方法建立动力学方程,受到频

带约束的刚架结构轻量化问题数学列式如下:

FindA= (A1 … Am)T ∈Rm

s.t. K(ω,A)u=0;

ωk ≤ωl,ωk+1 ≥ωu;k=0,1,…

0≤Ali≤Ai;i=1,…,m

(1)

式中:A为刚架基结构中梁的横截面积向量,同时

也为待优化的设计变量向量;Ali 为第i根梁的单

元横截面积下限值,其中当下限值为0时即可实

现刚架结构的拓扑改变;m 为框架结构中梁的数

量.K(ω,A)和u分别为动力刚度阵及相应频率对

应的特征向量;ωk 和ωk+1分别为结构的第k和k+



1阶角频率,ωu和ωl分别为频带区间的上下限值.
如果将上式的频率约束修改为ωl≥ωu,该可行设

计问题就是常见的基频约束下的结构设计.由于

梁的振动依赖于梁断面的面积及惯性矩,这个动

力设计问题的求解必须对惯性矩与断面积的关系

作出假定.本文中,规定惯性矩和断面积的平方成

正比.常见的圆断面、方断面,及断面形状只允许

相似变化的矩形断面都符合这一要求.对于其他

情况,下面的讨论只需适当修改便可应用.

2 W-W 算法及频带约束下框架设

计可行域分析

2.1 动力刚度法及 W-W 算法简介

动力刚度阵是 Kolousek[11]和 Howson[12]在

20世纪70年代提出的,对于欧拉-伯努利梁,在
局部坐标下单根梁的动力刚度矩阵形式如下:
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式中:E、ρ分别为材料的弹性模量和密度,A、I分

别为梁的横截面积和惯性矩,ω 为结构角频率,l
为杆长.

λ=l
4
ρAω2/EI;ν=ωl ρ/E;

Φ=1-coshλcosλ;B1 =νcotν;B2 =νcscν;

T =λ3
Φ
(sinλcoshλ+cosλsinhλ);

R=λ3
Φ
(sinhλ+sinλ);Q=λ2

Φsinλsinhλ
;

H =λ2
Φ
(coshλ-cosλ);

S= λ
Φ
(sinλcoshλ-cosλsinhλ);

C= λ
Φ
(sinhλ-sinλ) (3)

结构的总刚度矩阵可以由单根梁的刚度矩阵

(2)经过适当坐标变换和组装[16]而成,进而得到

形式如下的非线性特征值方程:

K(ω)u=0 (4)

K是ω的超越函数,u是相应频率对应的特征

向量.由于动力刚度阵的形函数是根据均匀梁的

振动微分方程的精确解构造的,对于刚架结构中

的每根梁,均只需要采用一个单元,就可求得刚架

结构的精确频率值.为了求解这组方程(4),本文

采用了 Williams和 Wittrick[13-15]提出的 W-W 算

法,该方法可以保证某阶频率的精确求解,而不会

发生丢根、漏根的现象.

W-W算法不直接计算结构的频率,而是基于

特征值计数技术,首先计算出结构低于某个给定

频率值ω* 的频率个数J,它由下面表达式给出:

J=J0+Jk;J0 =J0(ω*),Jk =s{K(ω*)}

(5)

其中J0 是当所有单元的两端固定(本文中是将结

构中每根梁的两端固定)时,结构的频率值小于

ω* 的个数;s{K(ω*)}表示采用Gauss消元法或

者LDLT分解将K(ω*)变换成上三角阵后,主对

角线上负元素的个数.利用这个结果就可以计算

任意频率范围内的结构频率个数,进而,采用二分

法或牛顿法就可精确地求出特定阶的频率值.关

于 W-W算法的更多细节可以参考文献[13-15].

2.2 频带约束下单根梁横截面积的不可行区

采用式(5)计算刚架结构在指定频率禁区为

(ωl,ωu)的频率数,其中J0 的计算方法为对于结

构中所有梁,将它们两端固定,依次计算第i根梁

在指定频率禁区为(ωl,ωu)的频率数J0i,J0 =

∑
m

i=1
J0i,m 为框架结构中梁的数量.

单根梁在两端固定的边界条件下的频率值可

以由以下表达式[17]求出:

ω=λ2
l2

EI
ρA

(6)

其中λ分别为4.730、7.835、(2j+1)π/2(j≥3).
以下讨论都假定梁横截面为实心圆,则I=

A2/4π,则(令α2 = E/ρ/l2)
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 ω1 = (4.730α)2 I
A = (4.730α)2 A

4π

ω2 = (7.835α)2 I
A = (7.835α)2 A

4π
(7)

ωj =
(2j+1)πα

2[ ]
2 I

A =

(2j+1)πα
2[ ]

2 A
4π
;j≥3

对于指定频率禁区为(ωl,ωu),则有以下情

况:
情况1 如果一阶频率落入禁区,则横截面

积应满足

ωl≤ (4.730α)2 A/4π≤ωu

换言之,当 4π
(4.730α)4ω

2
l ≤A≤ 4π

(4.730α)4ω
2
u

时,梁的一阶频率将落入该频率禁区,因此这是一

个不可行区.
情况2 如果二阶频率落入禁区,则横截面

积应满足

ωl≤ (7.835α)2 A/4π≤ωu
或

4π
(7.835α)4ω

2
l ≤A≤ 4π

(7.835α)4ω
2
u

此区域为第2阶不可行区.落入该不可行区的

断面积更靠近于远点,换言之,断面积更小.但是如

果第1阶不可行区的下端点与第2阶不可行区的上

端点相等,即 4π
(7.835α)4ω

2
u= 4π

(4.730α)4ω
2
l,也就是

ωu =2.74ωl时,这两个不可行区连在一起.此时

的不可行区为

4π
(7.835α)4ω

2
l ≤A≤ 4π

(4.730α)4ω
2
u

情况3 如果j(j≥3)阶频率落入禁区,则
横截面积应满足

ωl≤
(2j+1)πα

2[ ]
2

A/4π≤ωu

或

64π
[(2j+1)πα]4

ω2l ≤A≤ 64π
[(2j+1)πα]4

ω2u

显然这是第j(j≥3)阶不可行区.与第1阶

和第2阶不可行区分析相同,如果第3阶不可行

区和第2阶不可行区连通,需要满足ωu=1.97ωl.
如果第j阶与第j+1(j≥3)阶不可行区连

通,则需要满足

64π
[(2j+1)πα]4

ω2l ≤ 64π
[(2j+3)πα]4

ω2u

或

ωu≥ 2j+3
2j+1

æ

è
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2

ωl (8)

而且可以看出,如果条件(8)成立,则从j至

无穷阶频率对应的不可行区全部连通,即不可行

区为

0≤A≤ 4π
[(2j+1)πα]4

ω2u;j≥3

综上分析可以看出,对于结构中的单根梁而

言,其在频率禁区(ωl,ωu)的约束下,一定存在一

个值Alim = 4π
(4.730α)4ω

2
u,使得断面积大于此值

时,梁的所有局部振动频率都大于此禁区的上界.
可以看出,此值的大小只取决于材料、杆长和频率

禁区的上限;同时可以看出在材料确定的情况下,
频带的上限越大,该值也越大,为了使刚架结构以

单根梁为主的局部振动频率高于频率禁区,梁的

断面积必须大于此值.而在断面积大于零并小于

这个值的区域内,断面积的不可行区是由多段不

连通的线段组成的;不连通的不可行区线段的个

数与材料及梁长度完全无关,只与梁的横截面形

状及频率禁区的上下限值有关.进一步分析,由式

(8)可以求出

j≥ 3-μ
2μ-2

;μ= ωu
ωl >

1 (9)

式(9)中对j向上取整得整数J,则很容易就得到

在j≥J后,所有的不可行区将完全连通起来,也

就是说在横截面积0≤A< 64π
[(2J+1)πα]4

ω2l 的

区域全部为不可行区.
例如,对于量纲一化的梁,E=1,L=1,ρ=

1,如果频率禁区为[4,5],则按照前面的推导J=
8,在(3.954×10-4,0.628)有7个不连通的线段

可行子域,0≤A≤3.954×10-4 为不可行区,A
≥0.628为可行区.

为了进一步说明上面的讨论,这里采用量纲

一化参数,取E=π×102,L=1,ρ=1,式(6)为

ω=5λ2 A,频率随横截面积的变化关系如图1

所示.这里定义A1B1
􀮣 􀮥􀪁􀪁

表示 A1 到B1 的弧线段,

A1B1 表示点A1 和B1 在横坐标A 上的投影连成

的线段.从图1(a)中可以看出当频率禁区为[80,

683 大 连 理 工 大 学 学 报 第54卷 



100]时,不可行域段AkBk(k=1,2,3,图中横坐

标轴上的粗直线段)没有重叠的部分,也就是说

这3段是孤立的不可行区,从前面的分析式(8)可
知,此时J≥8后对应的不可行区才全部连通.

如果频率禁区为[50,100],不可行区A3C3

与A2C2 首尾相连(如图1(b)所示),这与由式(8)
得到的J≥3后不可行区将开始连通相吻合.当
禁区变为[30,100],A1D1 与A2D2 交叉,也就是

说此时第1阶频率之后的不可行区将全部连通

(图1(c)中的粗直线段),即出现了前面讨论的第

二种情况,此时可行区退化为基频大于100的基

频约束可行区.

(a)频率禁区为[80,100]

(b)频率禁区为[50,100]

(c)频率禁区为[30,100]

图1 不同频率禁区下频率随横截面积的变化

Fig.1 Frequencyvs.crosssectionalareaunderdifferent

frequencyforbiddenzone

综上所述,由前面讨论情况2可知,当ωu ≥
2.74ωl时,该频带约束和以ωu 为基频约束的问题

等价.
因此,对于确定的材料以及结构,可以根据频

率禁区的上下界的比值,确定结构中每根杆件不

可行区的分布,而一般地说,不可行区就会连接起

来直到横截面积为零.通常刚架结构中有多根梁,
也就是有多个设计变量,注意到每个设计变量不

可行区的上述分布特征,可以知道在多维设计空

间中,不可行域就构成一个个分离的超立方域.如
图2所示的两杆梁模型,按照单梁振动决定的不

可行域示意图如图3所示,图中白色区域为不可

行域,但是,W-W 算法指出,频率的个数还取决

于s{K(ω*)},因此,图3中的阴影区域是否可

行,还需要进一步结合结构整体响应进行分析.

图2 两杆梁模型

Fig.2 Two-beammodel

图3 两杆刚架结构单梁振动的不可行域

(白色区域为不可行域)
Fig.3 Theinfeasibledomainofsinglebeam of

two-beamrigidframestructure(thewhite
domainisinfeasible)

3 频带约束下平面框架结构可行域

分析

由式(5)可知,结构频率的个数除了来自单根
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梁外,还取决于结构刚度阵LDLT分解或者高斯

消元之后对角线上负元素的个数,即s{K(ω*)}.
为了进一步研究可行区的情况,以图4所示的三

杆刚架模型研究列式(1)的可行区形状,其长为

1m,质量为0.5kg,弹性模量为210GPa,密度为

7800kg/m3.注意,列式(1)中当设计变量下限值

Ali 不为0时,该列式为只允许修改结构断面积的

尺寸优化,当下限值为0时则为拓扑优化.

图4 三杆梁模型

Fig.4 Three-beammodel

在图4三杆梁模型中,外侧两根梁属性相同,
考虑频率禁区为[80,100]Hz时,梁横截面积的

下限值大于0.则此优化问题的可行域如图5所

示,图中阴影区域为基频大于100Hz的可行区

域,4种颜色(咖啡色、绿色、红色和紫色,全文受

印刷条件所限,仅见深浅度变化)对应的区域也都

是可行域,这些域内的设计中,频率禁区[80,100]

Hz位于该结构的k阶和k+1阶之间,4种颜色

依次对应于k=1,2,3,4.
从图中可以看出频率禁区位于第1阶和第2

阶之间时,可行区由咖啡色的两块独立不连通可

行域组成.随着k的增大,孤立可行域的数量也随

着增加,并且这些可行域不断地向两个坐标轴逼

近,这与前面一维的情况是相似的.因为随着频率

阶数的增加,要满足相同的频率值杆件会越来越

细.而图5中蓝色线(ω3≤80Hz等值线)与坐标

轴之间的空白区域内还存在k>5以后的众多可

行域.从一维分析的式(9)可以看出,k大于某个

值之后的区域都是不可行的,而这个值的大小与

频带的上下限比值有关.从图5中可以看出列式

(1)的可行域由多个不连通的子域组成,并且具有

非凸非凹性.这样的优化可行域将会给基于梯度

类的搜索可行解或最优解算法带来极大的困难,
可能出现优化不能收敛的情况或者初值依赖性等

现象.

图5 尺寸优化可行域形状(k≤4)
Fig.5 Feasibledomainshapeofsizeoptimum

problem(k≤4)

如果列式(1)的下限值为0,则优化问题变成

拓扑优化问题,由前文一维情况讨论,可行域还应

该包括两个坐标轴上的可行域,如图6所示.

图6 三杆刚架模型坐标轴上可行域(k≤4)
Fig.6 Feasibledomaininaxisof3-beamrigidframe

model(k≤4)

图6中,红色和蓝色线段分别为横轴与纵轴

上的可行域一维子域.可以看出,对三杆刚架模型

的拓扑可行域除了图5所示的区域外,还包含图

6所示的一维坐标轴上的孤立一维子域.归纳上

面的讨论可以看出,对于一个由n根梁组成的刚

架结构,其n维空间上的可行域将包含众多的不

连通可行子域,其中还有低维的退化子域,如果最

优解在低维子域上的话,传统的基于梯度的优化

算法对于这样的问题求解将比较困难,很难求得

全局最优解;这种奇异现象是一种新型的拓扑优

化奇异最优解现象,称为频带约束下结构拓扑优

化问题的强奇异性[18].
所以,框架结构受到频带约束的优化问题是

具有奇异性的优化问题,这与Cheng等[19-21]发现

的应力奇异性现象不同.因为应力奇异性中其可
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行域虽然有低维子域存在,但是可行域是连通的;

本文中的可行域是由不连通的几个子域(可能具

有低维特征)组成,具有强奇异性,传统的基于梯

度的搜索算法不容易得到可行解或最优解,因此

需要考虑采用其他方法进行求解.这里需要特别

指出的是,本文所发现的强奇异性的特例———基

频约束下的框架结构轻量化问题,Liu等[22]采用

遗传算法进行了优化设计,得到了最优解.一种新

方法———PLMP方法[23]被发展出以处理基频约

束下的奇异最优解.

4 结 语

基于欧拉-伯努利梁的动力刚度法及 W-W
算法精确分析框架结构的频率值,只需将一根梁

作为一个单元计算就能够快速准确地求出任何指

定阶数的结构频率值,而不需要将每根梁划分成

很多单元,特别是对于高阶频率的求解,此方法具

有快速准确的特点.这一方法的另一优点是,根据

其频率计数方法,可以清晰地研究受到频带约束

的框架结构的优化问题的可行域.通过研究发现,

尺寸优化时,其可行域由多个不连通的子域组成;

而拓扑优化时,其可行域除了多个不连通子域外,

还包含退化的低维子域.考虑频带约束的结构拓

扑优化问题具有强奇异性,这样的优化问题有望

成为各类智能优化算法的标准考题.
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Researchonfeasibledomainofoptimizationproblem
ofrigidframestructureswithfrequencybandconstraints

NI Chang-hui1,2, YAN Jun*1,2, CHENG Geng-dong1,2, GUO Xu1,2

(1.StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysisforIndustrialEquipment,DalianUniversityofTechnology,

Dalian116024,China;

2.DepartmentofEngineeringMechanics,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Thefeasibledomainofminimumweightdesignsofrigidframestructureswithfrequency
bandconstraintsisstudied,inwhichthecrosssectionalareaofbeamischosenasdesignvariable.The

naturalfrequenciesofframestructuresaresolvedwiththedynamicstiffnessmethodand W-W

algorithmforEuler-Bernoullibeam.Then,theshapeandconnectivityofthefeasibledomainofthe

optimizationproblemaredescribedexactlybyeigenvaluecountingtechnology.Itisfoundthatthe

feasibledomainoftheoptimizationproblemiscomplexanddisjointed,andsomedisjointeddomains

arelowdimensional.Theshapeandconnectivityofthefeasibledomainofthesizeandtopology
optimizationproblemof3-beam modelarestudied,andresultsshowthatthesingularityisvery
strong,whichbringsaboutgreatdifficultiesfortheprocessofclassicalgradient-basedoptimization

searchingalgorithm,andotherwayisneeded.Italsoprovidesabenchmarkproblemforthetestof

softoptimumalgorithm.

Keywords:singularity;optimization;feasibledomain;W-Walgorithm
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