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一致变化尾的随机和局部精确大偏差
冯 敬 海, 宋 立 新*, 包 莹 莹

(大连理工大学 数学科学学院,辽宁 大连 116024)

摘要:基于带O 正则变化独立同分布随机变量的部分和的局部精确大偏差的相关结论,将
其对应的随机和分为3个部分,利用次指数函数的相互关系以及控制收敛定理,分别证明每

个部分的渐近性.最后证明了在随机变量的密度函数是一致变化尾时,其随机和的局部精确

大偏差的渐近性.

关键词:局部精确大偏差;渐近性;一致变化尾;随机和

中图分类号:O211 文献标识码:A doi:10.7511/dllgxb201404017

收稿日期:2013-06-16; 修回日期:2013-12-18.
基金项目:国家自然科学基金资助项目(61175041,11101061);大连理工大学前沿交叉学科基金资助项目(DUT10JS06);高等学校

博士学科点专项科研基金资助项目(2010041110036).
作者简介:冯敬海(1968-),男,博士,教授,博士生导师,E-mail:jhfeng_dlut@163.com;宋立新*(1966-),男,教授,博士生导师,

E-mail:lxsong@dlut.edu.cn.

0 引 言

在介绍基本理论之前,先给出关于渐近的定

义.这个定义在本文以后的论述中将反复出现.
若两个正函数A(n,x)和B(n,x)满足

limsup
n→∞

sup
x∈Δ

A(n,x)
B(n,x)-1 =0

则称在x∈Δ且n→∞时,A(n,x)~B(n,x)一
致成立.精确大偏差的主流研究大多是基于全局

情况的,例如 Klüppelberg等[1]证明了随机变量

满足ERV 时,其非随机和及随机和的精确大偏

差.之后Ng等[2]将这个结论扩展到一致变化尾,
并且在更宽泛的假设下得到了相同的结论.然而,
也 有 许 多 学 者 致 力 于 局 部 精 确 大 偏 差.
Baltrūnas[3]研究了当随机变量是独立同分布且

为整值时的局部大偏差概率.Lin[4]证明了单边大

偏差极限定理.最近,Yang等[5]证明了带O 正则

变化的独立同分布随机变量的部分和的局部精确

大偏差.基于以上相关研究背景,可以看到关于全

局情况下部分和及随机和的大偏差理论是比较全

面的,但是局部大偏差中的大部分研究都以部分

和为主,关于随机和的相关结论,并没有较多文献

涉及.由于 Yang等[5]给出了部分和的局部精确

大偏差定理,本文对其结果进行扩展,并证明其随

机和的局部精确大偏差.

1 相关定义

定义1 如果对每个固定的y∈R,正可测

函数f满足

lim
x→∞

f(x+y)
f(x) =1

则称f∈Ld.
另一个重要的正则密度函数是带O正则变化

密度函数.
定义2 如果对每个固定的λ>0,正可测函

数f满足

limsup
x→∞

f(λx)
f(x)<

∞

则称f∈OR.
下面给出密度函数属于次指数类的定义.
定义3 如果正可测函数f∈Ld,且满足

lim
x→∞

f*2(x)
f(x) =2

则称f∈Sd.
本文主要研究的是一致变化尾密度函数,其

定义如下:
定义4 如果正可测函数f满足

 lim
ε↓0
liminf

x→∞

inf
(1-ε)x≤z≤(1+ε)x

f(z)

f(x) =

lim
ε↓0
limsup

x→∞

sup
(1-ε)x≤z≤(1+ε)x

f(z)

f(x) =1

则称f∈Cd.



显然,可以得到如下关系:Cd⊂Ld∩OR.关
于Sd 与其他函数类的关系将在后面的引理中给

出.下面给出几乎处处递减的定义.
定义5 如果一个可测函数f满足

limsup
x→∞

sup
u≥x

f(u)

f(x) < ∞

那么称其是几乎处处递减的.

2 必要的引理及其证明

为了使定理的证明更加简洁、明确,在这里先

给出两个引理.本文均设γ>max{0,-μ}是任

意一个固定的正常数.
引理1 假设可测函数f∈OR,那么对任意

的γ>max{0,-μ},存在两个正常数C1和C2,使
得对所有的x≥γλ(t)和充分大的t都有

C1f(x)≤f(x+μλ(t))≤C2f(x)
证明 分 两 个 部 分 证 明 引 理. 令α̂ =

max{α(f),0}+1,β̂=min{β(f),0}-1,其中

α(f)=lim
y→∞

loglimsup
x→∞

f(xy)
f(x)

æ

è
ç

ö

ø
÷

logy

β(f)=lim
y→∞

logliminf
x→∞

f(xy)
f(x)

æ

è
ç

ö

ø
÷

logy
当μ>0时,利用文献[6]中引理2.2.1的不等式,
则有对任意的x≥γλ(t)和充分大的t,存在正常

数M1、M2 和D1,使得x+μλ(t)≥x≥D1 且

 M1(1+μ/γ)β̂ ≤M1 (x+μλ(t))/x( )β̂ ≤
f(x+μλ(t))/f(x)≤

M2 (x+μλ(t))/x( )α̂ ≤

M2(1+μ/γ)α̂

记C1=M1(1+μ/γ)β̂,C2=M2(1+μ/γ)α̂,那么

即可得到对所有的x ≥γλ(t)和充分大的t,
C1f(x)≤f(x+μλ(t))≤C2f(x)一致成立.利
用同样的方法可得到μ<0时的结果,这样,就完

成了上述引理的证明.
此外,下面的这个关系对于本文是十分重要

的.
引理2 假设一个可测密度函数f:R→ [0,

∞)是几乎处处递减的,且f∈Ld∩OR,那么f
∈Sd.

证明 由于f是几乎处处递减的密度函数,
存在常数M3 使得对充分大的x,有

f(x-y)
f(x)

I{y≤x/2}<
sup
z>x/2

f(z)

f(x/2)
f(x/2)
f(x) ≤

M3
f(x/2)
f(x)

(1)

进一步,因为f∈OR,所以存在一个常数M4使得

对充分大的x,有
f(x/2)/f(x)≤M4 (2)

这样,结合不等式(1)和(2),对充分大的x,有
f(x-y)
f(x)

I{y≤x/2}≤M3M4 < ∞

因此,由控制收敛定理得

lim
x→∞

f*2(x)
f(x)=lim

x→∞
{ (∫

x/2

-∞
f(x-y)F(dy)+

∫
+∞

x/2
f(x-y)F(dy)) f(x)} =

lim
x→∞
2∫

x/2

-∞

f(x-y)
f(x)

F(dy)=

2∫
+∞

-∞
lim
x→∞

f(x-y)
f(x)

I{y≤x/2}F(dy)=2

其中,最后一个等式成立是因为f∈Ld.综上,得
到f∈Sd.

3 定理及其证明

在介绍本文的主要定理之前,需要给出随机

过程(N(t))t≥0 的两个必要假设,其中,当t→ ∞
时,λ(t)=E(N(t))→ ∞.

假设1 当t→ ∞ 时,
N(t)
λ(t)

p
 →1

假设2 对每个固定的δ,存在正常数ε=
ε(δ)使得

∑
k>(1+δ)λ(t)

P(N(t)>k)(1+ε)k →0

如果随机过程(N(t))t≥0 是一个泊松过程,同时

λ(t)→∞,那么(N(t))t≥0 满足假设1和假设2.
定理1 令X,X1,X2,…是一组独立同分布

的随机变量,其密度函数f几乎处处递减,且独立

于非负整值随机过程{N(t),t≥0}.F 是随机变

量X 的分布函数.假设对某个r>1,E(X)=μ<
∞ 且E(X+)r< ∞.进一步,假设(N(t))t≥0 满足

假设1和假设2.记S(t)=∑
N(t)

i=1
Xi.令γ>max{0,

-μ}和T 是任意固定的正常数.如果f∈Cd,那
么对于所有的x≥γλ(t)在t→ ∞ 时,
P(x<S(t)-μλ(t)≤x+T)~Tλ(t)f(x)

一致成立.

证明 记Sn =∑
n

i=1
Xi.

P(x<S(t)-μλ(t)≤x+T)=

( ∑
|n-λ(t)|≤ε(t)λ(t)

+ ∑
n-λ(t)<-ε(t)λ(t)

+

∑
n-λ(t)>ε(t)λ(t)

)P(x<Sn -μλ(t)≤x+T)×

P(N(t)=n)=∶K1+K2+K3
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其中,当t→ ∞,ε(t)→0.首先,估计K1.通过文

献[5]中推论3.2对于非随机和的结论,可以得

到对所有的x≥ γ
2n
,在n→ ∞ 时,P(x<Sn -

μn≤x+T)~n(F(x+T)-F(x))一致成立.
当|n-λ(t)|≤ε(t)λ(t)时,对所有的x≥γλ(t)
和充分大的t,
 x-μ(n-λ(t))≥x-|μ|ε(t)λ(t)≥

(γ-|μ|ε(t))λ(t)≥
γ-|μ|ε(t)
1+ε(t) n≥γ

2n

一致成立.因此,当0<δ<1是任意小时,对所有

的x≥γλ(t)和充分大的t,
 1-δ≤ {P(x-μ(n-λ(t))<Sn -μn≤

x-μ(n-λ(t))+T)}/{n(F(x-
μ(n-λ(t))+T)-F(x-
μ(n-λ(t))))}≤1+δ (3)

一致成立.因此,对这样的t和x,有

  ∑
|n-λ(t)|≤ε(t)λ(t)

(P(x<Sn -μλ(t)≤x+T)×

P(N(t)=n))≤

∑
|n-λ(t)|≤ε(t)λ(t)

((1+δ)n(F(x-μ(n-λ(t))+

T)-F(x-μ(n-λ(t))))P(N(t)=n))≤

∑
|n-λ(t)|≤ε(t)λ(t)

((1+δ)2nTf(x-μ(n-λ(t)))×

P(N(t)=n))≤
(1+δ)3(1+ε(t))Tλ(t)f(x) (4)

利用f∈Ld 得到lim
x→∞

Tf(x)
F(x+T)-F(x)=1

,因

此第二个不等式成立.又因为f∈Cd 且|n-
λ(t)|≤ε(t)λ(t),所以,对所有的x≥γλ(t)和充

分大的t,f(x-μ(n-λ(t)))<(1+δ)f(x)一致

成立,这样就得到了第三个不等式.利用与式(3)
和(4)相似的方法,即得到 K1 ≥ (1-δ)4(1-
ε(t))Tλ(t)f(x),这里只需注意对充分大的t,利
用假设1,则有P(|N(t)-λ(t)|≤ε(t)λ(t))≥1
-δ.因此,令δ↓0,得到

limsup
t→∞

sup
x≥γλ(t)

K1

Tλ(t)f(x)-
1 =0 (5)

其次,估计K2.记v=v(x)=-logf(x),那
么很容易得到v(x)是慢变的且lim

x→∞
v(x)=∞,详

见 文 献 [5] 中 第 五 部 分. 又 记 X


=

XI{X<(x+μλ(t))/v
4};X


i =XiI{Xi<(x+μλ(t))/v
4},i=1,2,

…;S

n =∑

n

k=1
X


k,n=1,2,….令η=η(n,x)是

Xi(1≤i≤n)在Sn =∑
n

i=1
Xi 中满足Xi> (x+

μλ(t))/v4的个数,即η=∑
n

i=1
I{Xi>(x+μλ(t))/v

4},那么

K2 = ∑
n-λ(t)<-ε(t)λ(t)

(J0+J1+J2)P(N(t)=n)

其中Ji=P(x<Sn-μλ(t)≤x+T,η=i),i=
0,1;J2 =P(x<Sn-μλ(t)≤x+T,η≥2).于
是,这里将分3步,按照J0、J1 和J2 分别得到K2

的估计.
步骤1 估计J0.令μ+=EXI{X≥0}且μ-=

EXI{X≤0}.用x+μλ(t)代替文献[5]中式(5.3)~
(5.6)的x,即可得到,对h>0,

 J0
f(x)≤

exp{-h(x+μλ(t))+v(x)+nh[(1+

τ(h))μ-+exp(h(x+μλ(t))/v4)μ+]}
(6)

其中,当h↓0时,τ(h)→0.又因为函数v(x)是慢

变的,所以,当x→ ∞ 时,v(x)/x 也趋于零.若令

h= Mv(x)
x+μλ(t)

且M =max2
(γ+μ)
γ

,2{ },则显然

有当x≥γλ(t)且t→ ∞ 时,h→0.因此

∑
n-λ(t)<-ε(t)λ(t)

J0P(N(t)=n)

Tλ(t)f(x) ≤

∑
n-λ(t)<-ε(t)λ(t)

( 1
Tλ(t)×

exp{-v(x)G(x,t,n)}P(N(t)=n)) (7)

其中 G(x,t,n)= M -1- Mn
x+μλ(t)

((1+

τ(h))μ-+ exp(M/v3)μ+ ). 由 于 lim
x→∞
(1 +

τ(h))μ-+exp(M/v3)μ+=μ,这里需要分类讨论.
当μ>0时,对所有的x≥γλ(t),充分大的t和任

意小的δ,其中0<δ<γ/2,有

G(x,t,n)≥M-1- Mn
x+μλ(t)

(μ+δ)≥

M-1-M(1-ε(t))
γ+μ

(μ+δ)≥

M-1- M
γ+μ

(μ+δ)>0 (8)

当μ≤0时,对所有的x≥γλ(t)和充分大的t,有

G(x,t,n)≥M-1- Mn
x+μλ(t)

(μ-δ)≥

M-1>0 (9)
因此,结合式(7)~ (9)以及M 的定义,有

lim
t→∞

sup
x≥γλ(t)

∑
n-λ(t)<-ε(t)λ(t)

J0P(N(t)=n)

Tλ(t)f(x) =0 (10)

步骤2 估计J2.用x+μλ(t)代替文献[5]
中 式 (5.8)~ (5.10)的 x, 并 且 记 q ∶=
max{-β(f),J+

f}+1< ∞.那么,存在正常数R1

和充分大的t,当x≥γλ(t)时,J2 ≤R1Tf(x+

μλ(t))n2v8qF(x+μλ(t)).利用引理1,存在正常

数R2,对所有的x≥γλ(t)和充分大的t,J2 ≤
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R1R2Tf(x)n2v8qF(x+μλ(t)).于是,对所有的

x≥γλ(t)和充分大的t,可以得到

∑
n-λ(t)<-ε(t)λ(t)

J2P(N(t)=n)

Tλ(t)f(x) ≤

∑
n-λ(t)<-ε(t)λ(t)

R1R2n2v8qF(x+μλ(t))P(N(t)=n)

λ(t) ≤

R1R2

γ
v8q
xr-1xrF(x+μλ(t))×

P(N(t)-λ(t)<-ε(t)λ(t))
当v=v(x)是慢变的且r>1时,v8q/xr-1→0.另
一方面,由E(X+)r<∞很显然可以得到,当x≥
γλ(t)时,lim

t→∞
xrF(x+μλ(t))=0.因此,

lim
t→∞

sup
x≥γλ(t)

∑
n-λ(t)<-ε(t)λ(t)

J2P(N(t)=n)

Tλ(t)f(x) =0 (11)

步骤3 估计J1.用x+μλ(t)代替文献[5]
中式 (5.14)的x.然而,这里需要一个不同的划

分.对任意固定的θ∈ (max μ
γ+μ

,0{ },1),记

A = {x+μλ(t)<Sn ≤x+μλ(t)+T,

Xn >x+μλ(t)
v4

,max
1≤i≤n-1

Xi≤x+μλ(t)
v4 }

则J1=nP(A)=nP(A,Sn-1≤θ(x+μλ(t)))+
nP(A,Sn-1 >θ(x+μλ(t)))=∶J11+J12.首先,
J11 ≤nP(x+μλ(t)<Sn-1+Xn ≤x+μλ(t)+

T,Sn-1 ≤θ(x+μλ(t)))≤
n sup

u≤θ(x+μλ(t))
P(x+μλ(t)-μ<Xn ≤x+

μλ(t)-μ+T)≤
n sup

z≥(1-θ)(x+μλ(t))
f(z)T

由于f是几乎处处递减的,利用引理1和文献[6]
命题2.2.1可知,存在常数R3、R4和R5,对所有的

x≥γλ(t)和充分大的t,有
sup

z≥(1-θ)(x+μλ(t))
f(z)≤R3f((1-θ)(x+μλ(t)))≤

R3R4f(x+μλ(t))≤
R3R4R5f(x)

因此,

∑
n-λ(t)<-ε(t)λ(t)

J11P(N(t)=n)Tλ(t)f(x)≤

{(1-ε(t)) sup
z≥(1-θ)(x+μλ(t))

f(z)f(x)} ×

P(N(t)-λ(t)<-ε(t)λ(t))≤
R3R4R5P(N(t)-λ(t)<-ε(t)λ(t))

利用假设1,得到

 lim
t→∞

sup
x≥γλ(t)

∑
n-λ(t)<-ε(t)λ(t)

J11P(N(t)=n)

Tλ(t)f(x) =0(12)

其次,

J12 ≤nP (Sn-1 >θ(x+μλ(t)),

max
1≤i≤n-1

Xi≤x+μλ(t)
v4 ) ≤

nP(S

n-1 >θ(x+μλ(t)))

利用与J0 中式(6)相同的方法,令 M' =

max 2(γ+μ)
(γ+μ)θ-μ

,2
θ{ }且h'= M'v(x)

x+μλ(t)
,则

 P(S

n-1 >θ(x+μλ(t)))

f(x) ≤

exp{-θ(x+μλ(t))h'+v(x)+(n-1)×
h'[(1+τ(h'))μ-+exp(h'(x+
μλ(t))/v4)μ+]}=exp{-v(x)g(x,t,n)}

其中g(x,t,n)=θM'-1- M'
x+μλ(t)

(n-1)((1

+τ(h'))μ-+exp(M'/v3)μ+).因此,对x≥γλ(t)
和充分大的t,有

 
∑

n-λ(t)<-ε(t)λ(t)
J12P(N(t)=n)

Tλ(t)f(x) ≤

∑
n-λ(t)<-ε(t)λ(t)

(1-ε(t)
T exp{-v(x)g(x,t,n)}×

P(N(t)=n))
利用与G(x,t,n)相同的讨论方法,可以很容

易地得到对x≥γλ(t)和充分大的t,有g(x,t,n)
>0.因此,

lim
t→∞

sup
x≥γλ(t)

∑
n-λ(t)<-ε(t)λ(t)

J12P(N(t)=n)

Tλ(t)f(x) =0(13)

于是,利用对J11 和J12 的估计,由式(12)和(13)
得

lim
t→∞

sup
x≥γλ(t)

∑
n-λ(t)<-ε(t)λ(t)

J1P(N(t)=n)

Tλ(t)f(x) =0 (14)

所以,结合式(10)、(11)和(14),即得到关于 K2

的估计:

lim
t→∞

sup
x≥γλ(t)

K2

Tλ(t)f(x)=
0 (15)

最后,估计 K3.对任意小的0<δ<1,当
(1+ε(t))λ(t)<n≤(1+δ)λ(t)时,利用与K1中

式(4)相似的方法,得

∑
(1+ε(t))λ(t)<n≤(1+δ)λ(t)

(P(x<Sn-μλ(t)≤x+T)×

P(N(t)=n))(Tλ(t)f(x))≤

(1+δ)4P((1+ε(t))λ(t)<N(t)≤
(1+δ)λ(t))

因此,由假设1,

lim
t→∞

sup
x≥γλ(t)

{ ∑
(1+ε(t))λ(t)<n≤(1+δ)λ(t)

(P(x<Sn-μλ(t)≤
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x+T)P(N(t)=n))(Tλ(t)f(x))} =0 (16)

此外,利用文献[7]中的引理4.1,对任意ε>0,
存在x0=x0(ε)和V(ε)>0,使得对x≥γλ(t)和
充分大的t,有

∑
n>(1+δ)λ(t)

P(x<Sn-μλ(t)≤x+T)P(N(t)=n)

Tλ(t)f(x) =

∑
n>(1+δ)λ(t)∫

x+T+μλ(t)

x+μλ(t)

f*n(y)
Tλ(t)f(x)

dyP(N(t)=n)≤

∑
n>(1+δ)λ(t)∫

x+T+μλ(t)

x+μλ(t)

V(ε)(1+ε)nf(y)
Tλ(t)f(x)

dyP(N(t)=n)≤

∑
n>(1+δ)λ(t)

V(ε)(1+ε)n sup
y>x+μλ(t)

f(y)P(N(t)=n)

λ(t)f(x)
由几乎处处递减的定义以及引理1知,存在常数

R6 和R7,对x≥γλ(t)和充分大的t,有
sup

y>x+μλ(t)
f(y)≤R6f(x+μλ(t))≤R6R7f(x)

因此,对x≥γλ(t)和充分大的t,有

∑
n>(1+δ)λ(t)

P(x<Sn-μλ(t)≤x+T)P(N(t)=n)

Tλ(t)f(x) ≤

R6R7V(ε)E
(1+ε)N(t)I{N(t)>(1+δ)λ(t)}

λ(t)
由假设2得

 lim
t→∞

sup
x≥γλ(t)

{ ∑
n>(1+δ)λ(t)

(P(x<Sn -μλ(t)≤

x+T)P(N(t)=n))(Tλ(t)f(x))} =0

(17)
因此,结合式(16)和(17),有

lim
t→∞

sup
x≥γλ(t)

K3

Tλ(t)f(x)=
0 (18)

综上,结合 K1、K2 和 K3 的结论,即式(5)、
(15)和(18),就可以完成整个定理的证明.

4 结 语

本文以随机变量的非随机和局部精确大偏差

为基础,将其扩展为随机和的情形,证明了当随机

变量满足一致变化尾时,其随机和的局部大偏差

渐近定理.
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Localpreciselargedeviationsforrandomsums
withconsistentlyvaryingtail

FENG Jing-hai, SONG Li-xin*, BAO Ying-ying
(SchoolofMathematicalSciences,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Basedonthelocalpreciselargedeviationsfornon-randomsumresultsofrandomvariables
withO-regularlyvaryingdensities,therandomsumsofindependentidenticaldistributionrandom
variablesaredividedintothreepartsandtheasymptoticbehaviorofeachpartisprovedbythe
relationshipofsubexponentialfunctionsandcontrolconvergencetheorem.Finally,theasymptotic
behavioroflocalpreciselargedeviationsforrandomsumswithconsistentlyvaryingtailisproved.
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