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基于子空间方法的非均匀多采样率系统辨识
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摘要:针对非均匀多采样率系统的建模问题,根据因果关系,建立了非均匀多采样率系统的

状态空间模型.对于含有提升变量的状态空间模型,提出基于子空间技术的辨识方法.首先,

由系统的输入输出数据建立由Hankel矩阵组成的扩展状态空间方程;其次,利用斜交投影的

原理,以及奇异值分解,通过子空间辨识算法确定增广观测矩阵和状态向量;最后,通过最小

二乘方法确定模型的参数矩阵.该方法简单有效且对初值具有鲁棒性.仿真实例验证了方法

的有效性.
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0 引 言

在大量的非均匀多采样率系统中,有一大类

特殊的非均匀采样系统.虽然输入、输出不是周期

刷新、采样,但均在一个大时间间隔T 内重复完

成.因此,又称其为非均匀周期采样系统,T 称为

框架周期,这类非均匀采样系统是广泛存在的.例
如:在聚合反应器中,要建立反应物浓度与温度和

压力的关系模型时,通常是用气相色谱分析仪来

测量反应物浓度.对于变化快的温度和压力,采用

较短时间的非均匀周期采样;对于反应物浓度,采
用较长时间的周期采样,其采样周期等于温度和

压力输入刷新的框架周期[1].
文献[2-5]设计了一个辅助模型,并运用提升

技术研究了非均匀采样系统的建模问题.文献[6]

基于递阶辨识原理,根据系统的输入输出数据,推
导了系统的状态空间模型.文献[7]研究了系统的

连续模型辨识问题.滤波[8]、状态估计[9]等问题也

是建模的关键.
子空间辨识自20世纪80年代诞生以来,逐

渐成为系统辨识的重要分支,在过程控制中得到

了广泛应用[10-11].子空间辨识与传统辨识方法相

比具有两个优势:(1)辨识多输入多输出系统与单

输入单输出系统一样,均基于状态空间方程,不需

要特殊的模型参数化;(2)不需要非线性优化,只
需要鲁棒性强的数值计算工具,诸如QR分解、奇
异值分解(SVD分解)等[11-13].

本文针对含有提升变量的状态空间模型,提
出基于子空间技术的辨识方法,并通过仿真实例

验证方法的有效性.

1 问题描述

1.1 状态空间模型的描述

考虑图1所示的非均匀采样系统,其中Sc 是

一个连续过程,输入离散信号u(kT +ti),i=1,

2,…,p.经过非均匀零阶保持器 Hτ 得到连续输

入信号u(t).对测量输出y(t)均匀采样(T 为周

期),得到离散输出信号y(kT).Hτ 的刷新时间间

隔为τi(τi∶=ti-ti-1),于是ti∶=τ1+τ2+…+
τi(设t0 =0,tp =T),T∶=τ1+τ2+…+τp =
tp(“A∶=X”或者“A=∶X”表示A记作X).Hτ 的

特性如图2所示,则u(t)可表示为

u(t)=

u(kT);kT ≤t<kT+t1
u(kT+t1);kT+t1 ≤t<kT+t2
  ︙

u(kT+tp-1);kT+tp-1 ≤t< (k+1)T

ì

î

í

ï
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ï
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图1 非均匀采样系统

Fig.1 Non-uniformlysamplingsystem

图2 非均匀零阶保持器

Fig.2 Non-uniformlyzero-holder

综上所述,系统的输入在第k 个周期[kT,

kT+T](k=0,1,2,…)以t=kT +ti(i=1,

2,…,p)非均匀刷新p次,系统输出以T 为周期

采样.本文研究了这类控制输入非均匀刷新,输出

周期采样的非均匀采样系统的辨识问题.下面推

导连续过程Sc 对应的具有因果关系的非均匀采

样系统的离散模型.
设Sc 的状态空间模型为

Sc:
x ·(t)=Acx(t)+Bcu(t)

y(t)=Cx(t)+Du(t)+v(t){ (1)

式中:x(t)∈Rn,是状态向量;u(t)∈R1,是控制

输入;v(t)∈R1,是白噪声;y(t)∈R1,为测量输

出;Ac、Bc和C为适当维数的矩阵,D是常数.综上

可知,输入数据u(kT+ti)(i=1,2,…,p-1)和

输出数据y(kT)可测.
采用文献[5-6]的方法将系统(1)用T 离散

化,这里直接给出非均匀采样系统的状态空间离

散方程:

x(kT+T)=eAcTx(kT)+∫
kT+T

kT
eAc(kT+T-τ)Bcu(τ)dτ=

eAcTx(kT)+

∑
p

i=1
eAc(T-ti)∫

τi

0
eActdτBcu(kT+ti-1)=

Ax(kT)+∑
p

i=1
Biu(kT+ti-1)=

Ax(kT)+Bu􀮨(kT) (2)

式中:A∶=eAcT ∈Rn×n;Bi∶=eAc(T-ti)Bτi ∈Rn×1,

Bτi∶=∫
τi

0
eActdτBc∈Rn×1;B∶=(B1 B2 … Bp)∈

Rn×p;u􀮨(kT)∶=(u(kT)u(kT+t1) … u(kT+

tp-1))T ∈Rp×1.
离散系统输出方程为

y(kT)=Cx(kT)+D􀮨u􀮨(kT)+v(kT) (3)

其中D􀮨∶=(D 0 … 0)∈R1×p.
实际系统会受到噪声和干扰的影响,因此将

模型(2)和(3)写为

x(kT+T)=Ax(kT)+Bu􀮨(kT)+w(kT);

y(kT)=Cx(kT)+D􀮨u􀮨(kT)+v(kT)
(4)

{w(kT),v(kT)}为不相关噪声,简记xk+1=x(kT+

T),u􀮨k =u􀮨(kT),yk =y(kT),wk =w(kT),vk =
v(kT).

1.2 关于模型的一些假设

在子空间辨识算法中,一般对模型做以下假

设:

(1)系统是渐进稳定的,即A 的特征值严格

在单位圆内;

(2)系统是可控可观的,即(A,C)是可观测

的,(A,(B Q1/2))是可控的;

(3)输入是确定性的拟平稳序列,并且与过

程噪声和测量噪声无关;

(4)过程噪声和测量噪声都是平稳的零均值

白噪声序列,且

E=
wp

vq

æ

è
çç

ö

ø
÷÷(wT

p vTq)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

Q S

ST R

æ

è
çç

ö

ø
÷÷δpq ≥0(5)

式中:Q∈Rn×n;S∈Rn×1;R∈R1,为噪声{w(kT),

v(kT)}的协方差矩阵;δpq 为Kronecker函数(即

δpq =0,当p≠q;δpq =1,当p=q).

2 子空间辨识几何工具

2.1 矩阵的定义

针对状态空间方程(4),基于系统的输入输出

矩阵等式,给出非均匀多采样率离散系统的输出

方程的形式:

Yf∶=ΓiXi+Hd
iUf+Hs

iMf+Nf (6)

其中增广观测矩阵

Γi∶= C CA CA2 … CAi-1( )T (7)
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确定性下三角Toeplitz矩阵Hd
i:

Hd
i∶=

D􀮨 0 0 … 0

CB D􀮨 0 … 0

CAB CB D􀮨 … 0
︙ ︙ ︙ ︙

CAi-2B CAi-3B CAi-4B … D􀮨

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

(8)

随机性下三角Toeplitz矩阵Hs
i:

Hs
i∶=

0 0 0 … 0

C 0 0 … 0

CA C 0 … 0
︙ ︙ ︙ ︙

CAi-2 CAi-3 CAi-4 … 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

(9)

输入和输出的Hankel矩阵为

U0 i-1∶=

u􀮨0 u􀮨1 … u􀮨j-1

u􀮨1 u􀮨2 … u􀮨j
︙ ︙ ︙

u􀮨i-1 u􀮨i … u􀮨i+j-2

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

(10)

Y0 i-1∶=

y0 y1 … yj-1

y1 y2 … yj

︙ ︙ ︙

yi-1 yi … yi+j-2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

(11)

为了书写方便,作如下定义:

Up∶=U0 i-1,Uf∶=Ui 2i-1,Yp ∶=Y0 i-1,

Yf∶=Yi 2i-1,

Wp∶=
Yp

Up

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=W0 i-1 =

Y0 i-1

U0 i-1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (12)

式中p和f分别表示过去和将来.同样可以得到过

程噪声wk 和vk 的Hankel矩阵,分别记作M0 i-1、

Mi 2i-1、N0 i-1 和 Ni 2i-1,简记为 Mp、Mf、Np 和

Nf.最后定义状态序列Xi 为

Xi∶=(xi xi+1 xi+2 … xi+j-1) (13)

2.2 正交投影

首先,定义p行j列矩阵A∈Rp×j 和q行j列

矩阵B∈Rq×j.
定义1 令矩阵A的行空间在矩阵B的行空

间上的正交投影为

A/B=AB+B (14)

定义2 令矩阵A的行空间在矩阵B的行空

间的正交补空间上的正交投影为

A/B⊥=A-AB+B (15)

式中:“+”表示Moore-Penrose伪逆;B⊥ 表示B的

行空间的正交补空间,即(B⊥)TB=0.

3 基于子空间方法的辨识

子空间辨识算法一般分为两步:第一步,将

Hankel矩阵加权投影,得到系统的观测矩阵Γi

或者状态序列Xi 的估计X̂i,对投影进行奇异值分

解(singularvaluedecomposition,SVD)得到系统

阶次;第二步,最小二乘法确定系统矩阵(A、B、C、

D􀮨)和系统噪声的协方差矩阵Q、S和R.
下面利用子空间方法实现模型(4)中参数的

估计.将Yf的行空间正交投影到Uf的行空间的正

交补空间U⊥
f 上:

Yf/U⊥
f =ΓiXi/U⊥

f +Hs
iMf/U⊥

f +Nf/U⊥
f (16)

噪声 和 输 入 不 相 关,因 此 Mf/U⊥
f = Mf,

Nf/U⊥
f =Nf,可以得到

Yf/U⊥
f =ΓiXi/U⊥

f +Hs
iMf+Nf (17)

选取加权矩阵W1 和W2,并将W1 和W2 分别

左乘和右乘式(17)的两端,得到

W1Yf/U⊥
fW2 =W1Γi
︸1

Xi/U⊥
fW2􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁2

+

W1(Hs
iMf+Nf)W2􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁3

(18)

W1 和W2 选择的规则如下:

(1)W1Γi 的秩等于Γi 的秩;

(2)Xi/U⊥
fW2 的秩等于Xi 的秩;

(3)W1(Hs
iMf+Nf)W2 =0

如果满足上述条件,则定义矩阵Oi:

Oi∶=W1Yf/U⊥
fW2 =W1ΓiXi/U⊥

fW2 (19)

对矩阵Oi 进行奇异值分解,得到

Oi = U1 U2( )
S1 0

0 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
VT
1

VT
2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (20)

于是可以得到W1Γi =U1S1/21 ,Xi/U1/2
f W2 =

S1/21 VT
2.选取恰当的权矩阵W2,可得系统状态序

列的卡尔曼滤波估计:X̂i =Xi/U⊥
fW2.下面将基

于子空间的辨识算法步骤归纳如下:

(1)计算矩阵Oi 和Oi+1

Oi =W1Yf/U⊥
fW2,Oi+1 =W1Yi+1 2i-1/U⊥

i+1 2i-1W2
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式中:W1 =I1i;W2 = (Wp/U⊥
f )+Wp;W1 =I1i-1,

W2 = (W0 i/U⊥
i+1 2i-1)+W0 i.

(2)对Oi 进行奇异值分解得到

Oi = U1 U2( )
S1 0

0 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
VT
1

VT
2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

(3)根据S1中的非零奇异值的个数确定系统

的阶数.
(4)计算Γi和Γi-1,Γi=W+

1U1S1/21 ,Γi-1=Γi,

Γi 代表由Γi 的前(i-1)×1数据组成的矩阵.

(5)确定系统的状态变量序列:X̂i =Γ+
iOi,

X̂i+1 =Γ+
i-1Oi+1.

(6)利用最小二乘估计系统的参数,从而得

到A、B、C、D􀮨.

X̂i+1

Yi i

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷=

A B

C D􀮨
æ

è

çç

ö

ø

÷÷
X̂i

Ui i

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷+

ρw

ρv

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

(7)由上式的残差确定系统噪声协方差矩阵

Q、S和R.

4 仿真算例

以文献[6]的例子来研究本文提出的方法.考

虑下列仿真对象,其传递函数为

Sc= 1
120s2+10s+1

(21)

取p=2,τ1=2s,τ2=5s,则t1=τ1=2s,t2

=τ1+τ2 =T=7s,则非均匀采样系统的离散时

间状态空间模型为

x(kT+T)=
0.4231 -0.0410

4.9484  0.8345

æ

è
çç

ö

ø
÷÷x(kT)+

1.0037 3.9490

8.9507 10.7920

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

u(kT)

u(kT+t1)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

y(kT)= (0 0.0083)x(kT)+v(kT)

仿真时,输入{u(kT+ti),i=0,1,…,p-1}

为零均值、单位方差不相关可测随机变量序列,

{v(kT)}为零均值,方差σ2 =0.12,信噪比Rsn=
17.18% 的白噪声序列.

在上述噪声条件下,估计模型的奇异值分布

情况如图3所示,显然,在第一阶和第二阶最大,

其余接近零,因此选模型阶数为2阶.然后分别用

本文提出的子空间方法和文献[5]提出的基于传

递函数辨识方法进行比较.比较时,进行100次蒙

特卡罗实验,每次实验取不同的噪声序列,但输入

相同,每次实验的数据长度j=3000,数据的行块

数i=10.实验结果如图4所示.

图3 估计模型奇异值的变化

Fig.3 Variationsofsingularvaluesof

theestimatedmodel

(a)本文方法

(b)文献[5]方法

图4 频率特性曲线

Fig.4 Frequencyresponsecurves

图4给出了两种算法得到的状态空间模型
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Bode图幅频特性.显然,本文提出的方法,辨识模

型的低频段很好地跟踪了原非均匀多采样率系统

在低频段的变化趋势,偏差很小,且Bode图的分

布在低频段基本重合;文献[5]提出的方法在低频

段虽然能够跟踪原非均匀多采样率系统在低频段

的变化趋势,但偏差加大,且Bode图的分布在低

频段分布偏差较大.
图5分别为本文方法和文献[5]方法对于状

态转移矩阵A的特征值估计分布图.图中虚线的

交叉点表示矩阵A 的真实特征值.由图可以看

出,对于复数对{0.6288±0.398j}两个特征值,

本文算法给出的估计能围绕真实系统的特征值均

匀分布.文献[5]提出的基于传递函数的方法,与

系统特征值分布偏差较大.通过上述对仿真实例

的研究,可以看出在相同噪声和信噪比下,本文提

出的方法能够更好地估计模型参数.

(a)本文方法

(b)文献[5]方法

图5 矩阵A的特征值分布

Fig.5 TheeigenvaluedistributionofmatrixA

5 结 语

针对非均匀多采样率系统难于辨识的问题,

本文从机理模型入手,从因果关系上,通过提升变

量,解决描述系统的状态空间方程问题.通过正交

投影、斜交投影等算子,采用子空间方法估计了状

态空间方程的系数矩阵,达到了建模的目的.从仿

真效果来看,所提出的方法具有简单、便捷、鲁棒

性强的特点.今后应该在多变量的非均匀多采样

率系统上投入更多的研究.
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Subspace-basedmethodforidentification
ofnon-uniformlymultiratesamplingsystems

WANG Hong-wei*, SUN Shuang

(SchoolofControlScienceandEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Accordingtothemodelingofnon-uniformlymultiratesamplingsystem,astatespace

modelisderivedduetothecasualrelationship.Subspace-basedidentificationisdevelopedforstate

spacemodels,whichhaveliftingvariables.Firstly,anextendedstatespaceequationformedbyinput-

outputHankelmatricesisestablished.Then,theextendedobservabilitymatricesandstatevectorsare

obtainedbysubspace-basedidentificationalgorithmthroughtheobliqueprojectionandsingularvalue

decomposition.Lastly,theparametermatricesaredeterminedusingtheleastsquarealgorithm.A

simulationexampleispresentedtoillustratetheperformanceandrobustnessforinitialsofthe

proposedmethod.

Keywords:non-uniformlymultiratesamplingsystem;statespacemodel;subspace-basedmethod;

systemidentification
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