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基于全变差和P-Laplace模型的混合图像修复算法
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摘要:图像修复是近年来图像处理研究的主要问题之一.在基于偏微分方程的修复算法中,

全变差(totalvariation,TV)模型能够很好地保护图像边缘信息,但其各向异性扩散方式在平

坦区域容易产生阶梯效应;而在图像平坦区域具有良好修复效果的P-Laplace模型,其各向同

性扩散方式不适于修复图像边缘信息.将TV模型和P-Laplace模型有机结合起来,提出了一

种混合图像修复算法.提出的扩散控制参数k能够根据待修复像素所在区域调节两种信息扩

散方式的重要程度,实现混合图像修复.实验结果表明,所提算法获得了更好的修复结果.
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0 引 言

图像修复是数字图像处理的重要研究内容之

一,具有广阔的应用领域,基于偏微分方程的修复

算法是其中的一个重要分支[1].常用的全变差

(totalvariation,TV)图像修复算法首先对破损的

图像建立能量方程,通过极小化图像能量方程实

现图像修复[2],该模型的保边性较好,但容易导致

平坦区域过度平滑,产生阶梯效应[3-5].
针对全变差模型的阶梯效应问题,本文引入

在图像的平坦区域梯度和梯度垂直的方向拥有相

同扩散系数的P-Laplace模型,将其与 TV模型

有机结合起来,形成一种混合图像修复算法,在图

像的边缘处和平坦区域都具有很好的修复效果,
在保持图像边缘信息的同时能够减少阶梯效应对

图像修复效果的影响,有利于对图像的更优修复.

1 TV模型和P-Laplace模型

1.1 TV模型修复原理

TV模型修复算法基本原理如图1所示,其
能量方程为

R(u)=∫
Ω

r(Ñu )dxdy (1)

式中:r为一个正的实函数;u表示图像的像素值,

且满足如下噪声约束条件:

1
area(E)∫(u-u0)dxdy=σ2 (2)

式中:area(E)表示破损区域的邻域面积,在空域

中破损的图像会受到噪声污染,一般选取标准方

差为σ的白噪声.u、u0 分别表示修复后图像和原

始图像的对应点像素值.采用Lagrange乘子法,
可得使得R(u)取得极小值的条件为

-div
Ñu
Ñu

æ

è
ç

ö

ø
÷+λ(u-u0)=0 (3)

式中:Ñ为梯度算子.TV模型图像修复过程中常

用差分方程的解近似偏微分方程的解[5-6].如图2
所示,令Λ= (E,N,W,S)为待修复点O 的四邻

域像素点,(e,n,w,s)为四邻域半像素点.
令p 代表四邻域点(E,N,W,S),记 wp =

1
Ñup

,p ∈ Λ,hOp = wp

∑
p∈Λ

wp +λ(O)
,hOO =

λ(O)

∑
p∈Λ

wp +λ(O)
.采用Gauss-Jacobi算法,则图像的

像素值u的迭代公式为

u(n+1)
O =∑

p∈Λ
h(n)

Opu(n)
p +h(n)

OOu(n)
O (4)



图1 图像修复示意图

Fig.1 Schematicdiagramofimagerestoration

图2 待修复像素点O 及其邻域像素点示意图

Fig.2 SchematicdiagramoftheobjectpixelpointO

anditsneighborhoodpixelpoint

1.2 P-Laplace模型

为了解决待修复图像在平坦区域的邻域信息

扩散问题,文献[7]中给出了P-Laplace模型:

Δup -λ(u-u0)=0,1<p< ∞; 在Ω 上

u=0; 在∂Ω 上{
(5)

其中u0=u+N,为含有加性噪声的图像模型.其
能量泛函方程为

J(u)= 1p∫
Ω

Ñu pdσ+λ
2∫

Ω\D

(u-u0)2dσ(6)

本文重点讨论p=2时对应的P-Laplace模

型:

J(u)= 12∫
Ω

Ñu 2dσ+λ
2∫

Ω\D

(u-u0)2dσ(7)

用变分的方法可推导出相应的Euler方程为

- Ñ·(Ñu)+λ(u-u0)=Δu+λ(u-u0)=0
(8)

2 混合模型的提出

从上述讨论可以看出,TV模型能够在边缘

处实现很好的扩散,对边缘信息有很好的保护效

果[8-9],但在平坦区域容易产生阶梯效应;而P-
Laplace模型,在边缘方向和梯度方向的扩散系数

是相同的,虽然可以在图像的平坦区域实现各向同

性扩散,但对图像的边缘区域修复不佳.最理想的

方法就是既能很好地保护图像的边缘信息,又能在

图像的平坦区域得到很好的扩散.由此本文将两种

模型有机结合起来,提出的混合修复模型如下:

J(u)=k∫
Ω

Ñudσ+1-k
2∫

Ω

Ñu 2dσ+

λ∫
Ω\D

(u-u0)2dσ (9)

其中k∈ [0,1]是控制参数,其Euler方程为

-kÑ· Ñu
Ñu[ ]-1-k

2
Ñ·(Ñu)+

λ(u-u0)=0 (10)
显然,通过控制参数k,混合模型能够将TV

模型与P-Laplace模型有机结合起来.控制参数k
的计算如下:

k=1- 1
1+ ÑI 2 (11)

定义中控制参数k决定了在混合模型中两种

算法对像素点进行修复时的相对重要程度,因而破

损图像的不同区域所得扩散系数有所不同,达到对

不同的区域实现更佳的修复效果.考虑k的两种特

殊情况,讨论在这两种特殊情况下的修复效果.
(1)当k=1时,表示梯度模值 ÑI →∞,即

此像素位于非常突出的边缘部分,则该边缘是需

要保护的.此时,所提混合模型退化为TV模型,
能够对边缘实现很好的保护.

(2)当k=0时,表示梯度模值 ÑI →0,即
此像素位于图像的平坦区域,只需要一个简单快

速的扩散就可以了.此时,所提混合模型退化为

P-Laplace模型,它是一个各向同性的扩散方程,
由于在各个方向的扩散速度是一样的,其修复速

度要快于TV模型.同时在平坦区域使用各向同

性扩散方式可以避免各向异性扩散带来的阶梯效

应的影响.所以在平坦区域使用各向同性的扩散

方程在效果上要优于TV模型.
可以看出,参数k可用于控制等照度线切线方

向和垂直方向的扩散系数.从以上分析可知,由于

参数k的加入,所提混合模型可以根据待修复像素

点的所在区域决定TV模型和P-Laplace模型在修

复过程中的重要程度,使得修复效果达到最佳.
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类似于TV模型,混合模型的数值实现如下:
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由式(10)以及式(11)~ (15)可得混合模型

的修复公式为

u(i,j)=
k ∑

m∈Q,n∈q

um

Ñun

b +

1-k
2 ∑m∈Q

um

b +λu0

b
(16)

其中b=2(1-k)+k ∑
m∈Q,n∈q

1
Ñun

+λ.

3 实验结果及分析

3.1 实验结果

如图3~8所示,本文选取Lena文字破损图

像、Lena划痕图像、摄影师文字破损图像、摄影师

划痕图像,以及辣椒文字破损图像、辣椒划痕图

像,对6幅图像分别采用P-Laplace模型、TV模

型及所提混合模型进行修复实验,并给出其峰值信

噪比.峰值信噪比是评价图像修复结果的参数之一,
该值越大说明修复效果越好,其计算公式如下:

PSNR=10×log10[(255×255)

1
M×N∑

M-1

i=0
∑
N-1

j=0

(U(i,j)-U0(i,j))2 ] (17)

式中:M、N 分别表示一幅图像的行数和列数.
3.2 实验结果分析

根据以上讨论的情况可知,TV模型能够对

边缘进行很好的保护,但是在平坦区域采用单一

方向 的 扩 散 方 式,使 得 修 复 效 果 失 真;而

P-Laplace模型虽然可以在边缘方向和梯度方向

进行相同系数的扩散,在平坦区域抑制阶梯效应,
但是对图像的边缘不能进行很好的保护.

为了更清楚直观地体现修复效果,在修复结

果图上进行部分区域的标记,如图3中Lena眼部

破损区域、图4中Lena唇部划痕区域,以及图5
和图6中的像素平坦区域.从上述标记区域可以

看出,在对破损区域进行修复时,本文提出算法的

修复 效 果 在 各 幅 图 像 上 均 优 于 TV 模 型 和

P-Laplace模型,能够更有效地对破损信息进行修

复,使得修复结果更能满足人类的视觉效果.

图3 Lena文字破损图像修复结果

Fig.3 RestorationresultsofLenaimagedamagedbytext

图4 Lena划痕图像修复结果

Fig.4 RestorationresultsofLenaimagedamagedbyscratch
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图5 摄影师文字破损图像修复结果

Fig.5 RestorationresultsofPhotographerimagedamagedbytext

图6 摄影师划痕图像修复结果

Fig.6 RestorationresultsofPhotographerimagedamagedbyscratch

图7 辣椒文字破损图像修复结果

Fig.7 RestorationresultsofPeppersimagedamagedbytext

图8 辣椒划痕图像修复结果

Fig.8 RestorationresultsofPeppersimagedamagedbyscratch

客观评价方面,从表1~6中的数据可以看

出,相同迭代次数条件下,混合模型的PSNR值在

各幅图像上均大于 TV模型和P-Laplace模型,
说明了本文提出的图像修复算法的可行性和优越

性.这也证明本文提出的混合模型能够将TV模

型对边缘信息的保护和P-Laplace模型在平坦区

域的各向同性扩散的优点结合起来,能够达到图

像修复的理想效果.
通过以上比较可知:本文提出的混合图像修

复算法,能 够 将 TV 模 型 的 各 向 异 性 扩 散 和

       表1 Lena文字破损图像修复结果比较

Tab.1 RestorationresultscomparisonofLenaimage

damagedbytext

迭代

次数

T/s PSNR

TV
模型

P-Laplace
模型

混合

模型

TV
模型

P-Laplace
模型

混合

模型

1000 1.17 88.041.07 77.061.64 89.86
2000 2.17 87.912.10 77.074.58 89.85
3000 3.34 87.803.11 77.117.03 89.82
4000 4.28 88.234.23 77.279.40 89.82
5000 5.30 87.925.87 77.1011.46 89.86
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表2 Lena划痕图像修复结果比较

Tab.2 RestorationresultscomparisonofLena
imagedamagedbyscratch

迭代

次数

T/s PSNR

TV
模型

P-Laplace
模型

混合

模型

TV
模型

P-Laplace
模型

混合

模型

1000 1.12 79.461.07 77.065.50 79.88

2000 2.93 79.292.10 77.0711.40 79.98

3000 4.29 79.343.11 77.1116.52 79.88

4000 5.66 79.314.23 77.2721.87 79.90

5000 7.36 79.245.87 77.1027.68 79.89

表3 摄影师文字破损图像修复结果比较

Tab.3 RestorationresultscomparisonofPhotographer
imagedamagedbytext

迭代

次数

T/s PSNR

TV
模型

P-Laplace
模型

混合

模型

TV
模型

P-Laplace
模型

混合

模型

1000 1.94 78.841.70 66.605.33 80.74

2000 3.81 78.643.52 66.5311.08 80.71

3000 5.62 78.385.27 66.6716.25 80.75

4000 7.53 78.367.25 66.6221.33 80.74

5000 9.30 78.378.83 69.7527.22 80.72

表4 摄影师划痕图像修复结果比较

Tab.4 RestorationresultscomparisonofPhotographer
imagedamagedbyscratch

迭代

次数

T/s PSNR

TV
模型

P-Laplace
模型

混合

模型

TV
模型

P-Laplace
模型

混合

模型

1000 1.75 84.701.47 78.753.45 87.66

2000 3.45 84.182.97 78.706.89 87.65

3000 5.08 83.284.49 78.7610.30 87.68

4000 6.63 83.765.96 78.8413.45 87.66

5000 8.96 83.707.47 78.8117.10 87.66

表5 辣椒文字破损图像修复结果比较

Tab.5 RestorationresultscomparisonofPeppers
imagedamagedbytext

迭代

次数

T/s PSNR

TV
模型

P-Laplace
模型

混合

模型

TV
模型

P-Laplace
模型

混合

模型

1000 4.01 75.367.75 72.088.10 75.74

2000 8.00 75.3715.39 72.0815.67 75.76

300011.73 75.3722.68 72.0623.36 75.76

400015.53 75.3730.89 72.0630.63 75.72

500019.44 75.3738.95 70.0538.12 75.76

表6 辣椒划痕图像修复结果比较

Tab.6 RestorationresultscomparisonofPeppers

imagedamagedbyscratch

迭代

次数

T/s PSNR

TV
模型

P-Laplace
模型

混合

模型

TV
模型

P-Laplace
模型

混合

模型

1000 3.97 77.207.08 74.497.48 78.32

2000 7.69 77.2013.77 74.4714.21 78.36

300011.32 77.2020.85 74.4721.06 78.32

400015.18 77.2027.73 74.4927.97 78.40

500018.98 77.2034.30 74.4935.03 78.44

P-Laplace模型的各向同性扩散有机结合,在控制

参数k的调节下,实现在对破损图像的修复中,像
素信息的扩散方式随着图像信息特征的改变而灵

活运用.这种根据像素的特征信息的变化来选取

不同的修复模型的方法,可以获得比单一的修复

算法更好的修复效果.实验结果表明,本文提出的

基于TV模型和P-Laplace模型的改进图形修复

算法是合理而且高效的.

4 结 语

本文针对基于偏微分方程的图像修复算法进

行了研究,将TV模型边缘部分保持和P-Laplace
模型在平坦区域各向同性扩散的优点有机结合在

一起,提出了混合图像修复算法.实验结果表明,
混合 修 复 算 法 在 效 果 上 优 于 TV 模 型 和

P-Laplace模型,实现了对图像边缘信息的保护和

防止在平坦区域产生阶梯效应,能够得到更优的

图像修复效果.
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Hybridimagerestorationalgorithm
basedontotalvariationandP-Laplacemodels

LI Dan*, ZHONG Chong-quan, WANG Shi-qiang, CHEN Zu-jun

(SchoolofControlScienceandEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Imagerestorationisoneofthemajorproblemsofimageprocessingresearchinrecent
years.Intheimagerestorationalgorithmsbasedonpartialdifferentialequation,thetotalvariation
(TV)modelcanwellprotecttheimageedgeinformation,butintheflatareas,theanisotropic
diffusionTVmodelcaneasilygenerateladdereffect.WhiletheisotropicdiffusionP-Laplacemodel
canobtaingoodrestorationresultsintheflatareas,butitisnotsuitabletorestoretheimageedge
information.BasedontheTV andP-Laplace models,ahybridimagerestorationalgorithmis
proposed,inwhichthecontrolparameterkcanadjusttheimportancedegreeofthetwodiffusion
methodsaccordingtotheimageareas,andrealizehybridimagerestoration.Experimentalresults
showthattheproposedalgorithmcanobtainbetterrestorationresults.

Keywords:imagerestoration;totalvariation(TV)model;P-Laplacemodel
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