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摘要:结合超代数对代数结构研究具有重要意义.首先给出了 Hom-结合超代数表示和双模

的定义,并研究了它们的一些基本性质,进而利用此表示和双模给出了定理δn
Homδn-1

Hom=0,从
而得到 Hom-结合超代数上同调的定义.
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0 引 言

结合超代数对很多代数结构研究都具有重要

的作用.研究者对结合超代数的研究越来越感兴

趣.Ayadi等研究了具有非退化、超对称、不变双

线性型结合超代数的结构和双扩张[1].Montaner
给出了结合超代数的理想与Lie超代数的理想之

间的关系[2].Laliena等研究了具有超对合的结合

超代数结构与具有反对称元素的Lie代数结构之

间的关系[3].

Hom-代数结构首先出现在Lie代数拟形变

中.近年来,关于Hom-代数结构已经涌现了很多

研究结果[4-7].Ammar等给出了 Hom-结合代数

的上同调群[8].Makhlouf等研究了 Hom-结合代

数的低阶上同调群[9].而Ammar等在研究 Hom-

Lie超代数和Hom-Lie可许超代数的结构时提出

了 Hom-结合超代数的定义[10],它对研究 Hom-

Lie超代数起着重要的作用.对于 Hom-结合超代

数还有许多问题值得研究.本文将 Hom-结合代

数的上同调群推广到 Hom-结合超代数,主要研

究Hom-结合超代数的表示和上同调.

1 基本概念

首先研究 Hom-结合超代数的一些基本性

质,给出Hom-结合超代数表示的定义.

本文中所有的超线性空间和超代数都是复数

域上的超线性空间和超代数,齐次元素x的次数

记为 x .

定义1[2] 设A是一个超线性空间,􀳱:A×A

→A 是一个偶双线性映射,ϕ:A→A 是一个偶线

性映射.对任意的x,y,z∈A,满足

(x􀳱y)􀳱ϕ(z)=ϕ(x)􀳱(y􀳱z)

则称(A,􀳱,ϕ)是一个Hom-结合超代数.

设(A1,􀳱1,ϕ1)和(A2,􀳱2,ϕ2)是两个 Hom-

结合超代数,f:A1→A2 是一个偶线性映射.若f
满足

f(x􀳱1y)=f(x)􀳱2f(y),fϕ1 =ϕ2f
称偶线性映射f 是一个 Hom-结合超代数的同

态.

注 当ϕ=id 时,Hom-结合超代数是结合

超代数.若偶线性映射ϕ:A→A满足ϕ(x􀳱y)=

ϕ(x)􀳱ϕ(y),则称(A,􀳱,ϕ)是一个保运算的Hom-



结合超代数.
下面定理给出了由一个结合超代数和一个偶

的结合超代数自同态构造一个 Hom-结合超代数

的方法.
定理1 设(A,􀳱)是一个结合超代数,ϕ:A

→A 是一个偶的结合超代数自同态,任取x,y∈

A,定义运算x􀳱ϕy =ϕ(x􀳱y),则(A,􀳱ϕ,ϕ)是一个

Hom-结合超代数.
证明 任取x,y,z∈A,则

(x􀳱ϕy)􀳱ϕϕ(z)=ϕ2((x􀳱y)􀳱z)=ϕ2(x􀳱(y􀳱z))=

ϕ(x)􀳱ϕ(y􀳱ϕz)

因此(A,􀳱ϕ,ϕ)是一个Hom-结合超代数.
例1 设(A,􀳱)是一个2-维结合超代数,

{e0,e1}是它的基,其中 A0 =span{e0},A1 =

span{e1},并且它的乘法表如下:

e0􀳱e0 =k1e0,e0􀳱e1 =k1e1,

e1􀳱e0 =k1e1,e1􀳱e1 =k2e0;k1,k2 ≠0
定义一个偶的结合超代数自同态ϕ:A →A

为ϕ(e0)=ae0,ϕ(e1)=
1
ae1
(a≠0).由定理1知

(A,􀳱ϕ,ϕ)是一个 Hom-结合超代数,并且它的乘

法表如下:

e0􀳱ϕe0 =k1ae0,e0􀳱ϕe1 = 1ak1e1
,

e1􀳱ϕe0 = 1ak1e1
,e1􀳱ϕe1 =k2ae0

然而(A,􀳱ϕ)不是一个结合超代数.事实上,

当a≠±1时,

(e0􀳱ϕe0)􀳱ϕe1 =k21e1 ≠e0􀳱ϕ(e0􀳱ϕe1)=
1
a2k

2
1e1;

(e0􀳱ϕe1)􀳱ϕe1 =k1k2e0 ≠e0􀳱ϕ(e1􀳱ϕe1)=a2k1k2e0;

(e1􀳱ϕe0)􀳱ϕe0 = 1a2k
2
1e1 ≠e1􀳱ϕ(e0􀳱ϕe0)=k21e1;

(e1􀳱ϕe1)􀳱ϕe0 =a2k1k2e0 ≠e1􀳱ϕ(e1􀳱ϕe0)=k1k2e0
命题1 设(A1,􀳱1,ϕ1)和(A2,􀳱2,ϕ2)是两

个Hom-结合超代数,对任意a1,a2 ∈A1,b1,b2

∈A2,定义一个偶双线性映射:

􀳱:(A􀱇B)×(A􀱇B)→ (A􀱇B)

(a1+b1)􀳱(a2+b2)=a1􀳱1a2+b1􀳱2b2
对任意a∈A1,b∈A2,定义一个偶映射

(ϕ1+ϕ2):A1 􀱇A2 →A1 􀱇A2

(ϕ1+ϕ2)(a+b)=ϕ1(a)+ϕ2(b)

则(A1 􀱇A2,􀳱,ϕ1+ϕ2)是一个 Hom-结合超代

数.
证明 显然A1 􀱇A2 是一个超线性空间,ϕ1

+ϕ2 是一个偶线性映射.任取a1,a2,a3∈A1,b1,

b2,b3 ∈A2,由(A1,􀳱1,ϕ1)和(A2,􀳱2,ϕ2)是两个

Hom-结合超代数,则有

 ((a1+b1)􀳱(a2+b2))􀳱((ϕ1+ϕ2)(a3+b3))=
(a1􀳱1a2)􀳱1ϕ1(a3)+(b1􀳱2b2)􀳱2ϕ2(b3)=

ϕ1(a1)􀳱1(a2􀳱1a3)+ϕ2(b1)􀳱2(b2􀳱2b3)=
((ϕ1+ϕ2)(a1+b1))􀳱((a2+b2)􀳱(a3+b3))

因此(A1􀱇A2,􀳱,ϕ1+ϕ2)是一个Hom-结合

超代数.
定义2 设(A,􀳱,ϕA)是一个 Hom-结合超

代数,V 是一个超线性空间,ϕV:V →V 是V 的一

个偶线性映射.在V 上定义线性运算·:A×V →

V,(x,v)ax·v,使得下列条件成立:任取x,y∈

A,v∈V,

(1)x·v∈Vθ+μ,∀x∈Aθ,∀v∈Vμ;

(2)ϕV(x·v)=ϕA(x)·ϕV(v);

(3)(x􀳱y)·ϕV(v)= ϕA(x)· (y·v)

称(V,·,ϕV)是一个Hom-左A-模.
同样可以定义Hom-右A-模.
定义3 设(A,􀳱,ϕA)是一个 Hom-结合超

代数,V 是一个超线性空间,ϕV:V →V 是V 的一

个偶线性映射.在V 上定义线性运算·:V×A→

V,(v,x)av·x,使得下列条件成立:任取x,y∈

A,v∈V,

(1)v·x∈Vθ+μ,∀x∈Aθ,∀v∈Vμ;

(2)ϕV(v·x)=ϕV(v)·ϕA(x);

(3)ϕV(v)·(x􀳱y)= (-1)|x||y|(v·y)·

ϕA(x)

称(V,·,ϕV)是一个Hom-右A-模.
若(V,·,ϕV)既是一个 Hom-左A-模又是一

个Hom-右A-模,且满足

ϕA(x)·(v·y)= (x·v)·ϕA(y)

则称(V,·,ϕV)是一个Hom-A-双模.
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例2 (A,􀳱,ϕA)是一个Hom-A-双模.
例3 设A 是一个结合超代数,(V,·)是一

个A-双模,则(V,·)也是一个 Hom-A-双模.事

实上,相当于ϕV =idV.

定义4 设(A,􀳱,ϕA)是一个 Hom-结合超

代数,V 是一个超线性空间,ϕV:V →V 是一个偶

线性映射.如果偶线性映射ρϕV
:A →gl(V)满足

下列条件:

(1)ρϕV
(ϕA(x))ϕV =ϕVρϕV

(x);

(2)ρϕV
(x􀳱y)ϕV =ρϕV

(ϕA(x))ρϕV
(y)

则称ρϕV
是关于ϕV 的(A,􀳱,ϕA)在V 上的一个表

示.

如果定义ρϕV
(x)(v)=x·v(或ρϕV

(x)(v)=
(-1)|x||v|v·x),则Hom-左(右)A-模(V,ϕV)与

表示ρϕV
一一对应.

命题2 设(A1,􀳱1,ϕ1)和(A2,􀳱2,ϕ2)是两个

Hom-结合超代数,φ:A2 →A1 是一个偶的Hom-

结合 超 代 数 的 同 态,(V,·,ϕV)是 任 意 一 个

Hom-A1-双模.任取a2 ∈A2,v∈V,定义

a2·'v=φ(a2)·v,v·'a2 =v·φ(a2)

则(V,·',ϕV)是一个Hom-A2-双模.

证明 任取v∈V,a2,b2 ∈A2,则有

ϕV(a2·'v)=ϕV(φ(a2)·v)=

ϕ1(φ(a2))·ϕV(v)=

φ(ϕ2(a2))·ϕV(v)=

ϕ2(a2)·'ϕV(v);

(a2􀳱2b2)·'ϕV(v)=φ(a2􀳱2b2)·ϕV(v)=
(φ(a2)􀳱1φ(b2))·ϕV(v)=

ϕ2(a2)·'(b2·'v)

因此(V,·',ϕV)是一个Hom-左A2-模.

同理可证(V,·',ϕV)是一个Hom-右A2-模.
又因为

ϕ2(a2)·'(v·'b2)=φ(ϕ2(a2))·(v·φ(b2))=

ϕ1(φ(a2))·(v·φ(b2))=
(φ(a2)·v)·ϕ1(φ(b2))=
(φ(a2)·v)·φ(ϕ2(b2))=
(a2·'v)·'ϕ2(b2)

所以(V,·',ϕV)是一个Hom-A2-双模.

2 Hom-结合超代数的上同调

下面将给出 Hom-结合超代数上同调的定

义.本章中所有的 Hom-结合超代数都是保运算

的Hom-结合超代数.对所有齐次元素(a1,a2,

…,an)∈An,记

(a1,a2,…,an)= a1 + a2 +…+ an

定义5 设(A,􀳱,ϕA)是一个 Hom-结合超

代数,(V,·,ϕV)是一个 Hom-A-双模.如果齐次

n-线性映射f:􀱋nA →V 满足

(1)f(a1,a2,…,an)∈Vα,其中 f + a1 +

a2 +…+ an =α;

(2)f(a1,a2,…,ai,ai+1,…,an)=

- (- 1)ai ai+1 f(a1,a2,…,ai+1,ai,

…,an);

(3)ϕV(f(a1,a2,…,an))=

f(ϕA(a1),ϕA(a2),…,ϕA(an))

称f为(A,􀳱,ϕA)在(V,·,ϕV)中的Hom-n-维超

上链.(A,􀳱,ϕA)在(V,·,ϕV)中的所有 Hom-n-

维超上链f的集合记为Cn
ϕA,ϕV

(A;V).

令当n<0时,Cn
ϕA,ϕV

(A;V)=0;当n=0时,

Cn
ϕA,ϕV

(A;V)=V.

定义6 设(A,􀳱,ϕA)是一个 Hom-结合超

代数,(V,·,ϕV)是一个 Hom-A-双模.定义一个

偶线性映射

δn
Hom:Cn

ϕA,ϕV
(A;V)→Cn+1

ϕA,ϕV
(A;V)

为

 δn
Hom(f)(a0,a1,…,an)=
(-1)f a0 ϕn-1

A (a0)·f(a1,a2,…,an)+

∑
n

i=1

(-1)if(ϕA(a0),…,ai-1􀳱ai,…,ϕA(an))+

(-1)n+1f(a0,a1,…,an-1)·ϕn-1
A (an)

这里n≥1,f∈Cn
ϕA,ϕV

(A;V),a0,a1,…,an∈A,

则称δn
Hom 为Hom-n-维超上边缘算子.

定理2 设(A,􀳱,ϕA)是一个 Hom-结合超

代数,(V,·,ϕV)是 一 个 Hom-A-双 模,δn-1
Hom:

Cn-1
ϕA,ϕV

(A;V)→Cn
ϕA,ϕV

(A;V)是Hom-n-维超上边

缘算子,则δn
Homδn-1

Hom =0(n≥1).
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证明 任取f∈Cn-1
ϕA,ϕV

(A;V)a0,a1,…,an∈

A,则有

δn
Homδn-1

Hom(f)(a0,a1,…,an)=
(-1)|f||a0|ϕn-1

A (a0)·δn-1
Hom(f)(a1,a2,…,an)+

∑
n

i=1

(-1)iδn-1
Hom(f)(ϕA(a0),…,ai-1􀳱ai,…,

ϕA(an))+(-1)n+1δn-1
Hom(f)(a0,…,an-1)·

ϕn-1
A (an)= (-1)|f|(|a0|+|a1|)ϕn-1

A (a0)·

(ϕn-2
A (a1)·f(a2,…,an))+(-1)|f||a0|ϕn-1

A (a0)·

∑
n-1

k=1

(-1)kf(ϕA(a1),…,ak􀳱ak+1,…,ϕA(an))+

(-1)|f||a0|+nϕn-1
A (a0)·(f(a1,…,an-1)·

ϕn-2
A (an))-δn-1

Hom(f)(a0􀳱a1,ϕA(a2),…,ϕA(an))+

δn-1
Hom(f)(ϕA(a0),a1􀳱a2,…,ϕA(an))+…+
(-1)nδn-1

Hom(f)(ϕA(a0),ϕA(a1),…,an-1􀳱an)-
(-1)n+|f||a0|(ϕn-2

A (a0)·f(a1,…,an-1))·

ϕn-1
A (an)-(-1)n∑

n-1

j=1

(-1)j·(f(ϕA(a0),…,

aj-1􀳱aj,…,ϕA(an-1)))·ϕn-1
A (an)-(f(a0,a1,…,

an-2)·ϕn-2
A (an-1))·ϕn-1

A (an)=(-1)|f|(|a0|+|a1|)·

ϕn-1
A (a0)·(ϕn-2

A (a1)·f(a2,…,an))+

(-1)|f||a0|ϕn-1
A (a0)·∑

n-1

k=1

(-1)kf(ϕA(a1),…,

ak􀳱ak+1,…,ϕA(an))+(-1)|f||a0|+nϕn-1
A (a0)·

(f(a1,…,an-1)·ϕn-2
A (an))-(-1)|f|(|a0|+|a1|)·

ϕn-2
A (a0􀳱a1)·f(ϕA(a2),…,ϕA(an))+

f((a0􀳱a1)􀳱ϕA(a2),…,ϕ2A(an))+…+
(-1)nf(ϕA(a0􀳱a1),ϕ2A(a2),…,ϕA(an-1)􀳱ϕA(an))-
(-1)nf(a0􀳱a1,ϕA(a2),…,ϕA(an-1))·ϕn-1

A (an)+
(-1)|f||a0|ϕn-1

A (a0)·

f(a1􀳱a2,…,ϕA(an))-f(ϕA(a0)􀳱(a1􀳱a2),…,

ϕ2A(an))+…+(-1)n+|f||a0|ϕn-1
A (a0)·f(ϕA(a1),…,

an-1􀳱an)-(-1)nf(ϕA(a0)􀳱ϕA(a1),ϕ2A(a2),…,

ϕA(an-1􀳱an))+(-1)nf(ϕ2A(a0),ϕA(a1)􀳱ϕA(a2),…,

ϕA(an-1􀳱an))+ … - f(ϕ2A(a0),…,ϕ2A(an-3),

ϕA(an-2)􀳱(an-1􀳱an))+f(ϕA(a0),…,ϕA(an-2))·

ϕn-2
A (an-1􀳱an)-(-1)n+|f||a0|(ϕn-2

A (a0)·f(a1,…,

an-1))·ϕn-1
A (an)-(-1)n∑

n-1

j=1

(-1)j(f(ϕA(a0),…,

aj-1􀳱aj,…,ϕA(an-1)))·ϕn-1
A (an)-(f(a0,a1,…,

an-2)·ϕn-2
A (an-1))·ϕn-1

A (an)=(-1)|f|(|a0|+|a1|)·

ϕn-1
A (a0)·(ϕn-2

A (a1)·f(a2,…,an))-(-1)|f||a0|·

ϕn-1
A (a0)·f(a1􀳱a2,ϕA(a3),…,ϕA(an))+
(-1)|f||a0|ϕn-1

A (a0)·f(ϕA(a1),a2􀳱a3,…,

ϕA(an))+…-(-1)|f||a0|+nϕn-1
A (a0)·f(ϕA(a1),…,

an-1􀳱an)+(-1)|f||a0|+nϕn-1
A (a0)·(f(a1,…,an-1)·

ϕn-2
A (an))-(-1)|f|(|a0|+|a1|)ϕn-2

A (a0􀳱a1)·

f(ϕA(a2),…,ϕA(an))·ϕn-2
A (an))+

f((a0􀳱a1)􀳱ϕA(a2),…,ϕ2A(an))+…+
(-1)nf(ϕA(a0􀳱a1),ϕ2A(a2),…,ϕA(an-1)􀳱ϕA(an))-
(-1)nf(a0􀳱a1,ϕA(a2),…,ϕA(an-1))·ϕn-1

A (an)+
(-1)|f||a0|ϕn-1

A (a0)·f(a1􀳱a2,ϕA(a3),…,ϕA(an))-

f(ϕA(a0)􀳱(a1􀳱a2),…,ϕ2A(an))+…-
(-1)nf(ϕ2A(a0),ϕA(a1􀳱a2),…,ϕA(an-1)􀳱ϕA(an))+
(-1)nf(ϕA(a0),a1􀳱a2,…,ϕA(an-1))·

ϕn-1
A (an)+…+(-1)|f||a0|+nϕn-1

A (a0)·

f(ϕA(a1),…,an-1􀳱an)-(-1)nf(ϕA(a0)􀳱ϕA(a1),

ϕ2A(a2),…,ϕA(an-1)􀳱ϕA(an))+(-1)nf(ϕ2A(a0),

ϕA(a1)􀳱ϕA(a2),…,ϕA(an-1􀳱an))+…-

f(ϕ2A(a0),…,ϕ2A(an-3),ϕA(an-2)􀳱(an-1􀳱an))+

f(ϕA(a0),…,ϕA(an-2))·ϕn-2
A (an-1􀳱an)-

(-1)n+|f||a0|(ϕn-2
A (a0)·f(a1,…,an-1))·

ϕn-1
A (an)+(-1)nf(a0􀳱a1),ϕA(a2),…,ϕA(an-1))·

ϕn-1
A (an)-(-1)nf(ϕA(a0),a1􀳱a2,…,ϕA(an-1))·

ϕn-1
A (an)+…+f(ϕA(a0),…,ϕA(an-3),an-2􀳱an-1)·

ϕn-1
A (an)-(f(a0,…,an-2)·ϕn-2

A (an-1))·

ϕn-1
A (an)=0.

定义7

Zn
Hom(A;V)∶=kerδn

ϕA,ϕV
(n≥1),

Bn
Hom(A;V)∶=Imδn

ϕA,ϕV
(n≥1),

Hn
Hom(A;V)∶= Zn

Hom(A;V)/Bn-1
Hom(A;V)(n

≥1)

称 Hn
Hom(A;V)为A 在V 中的n-阶上同调.
例4 在例1中取k1=1,k2=-1,a=2,设

f 为 奇 的 Hom-n-维 超 上 链,通 过 计 算 可 得

Z1Hom(A;A)= {f|f(e0)= 0,f(e1)= 0},

B0
Hom(A;A)=0,于是
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H1
Hom(A;A)=Z1Hom(A;A)/B0

Hom(A;A)=

Z1Hom(A;A)

3 结 语

本文给出了Hom-结合超代数的表示和双模

的定义,并以此研究了 Hom-结合超代数的上同

调.
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RepresentationandcohomologyofHom-associativesuperalgebras
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Abstract:Associativesuperalgebrasisimportantforstudyofalgebrastructure.Firstly,the
definitionsofrepresentationandbimoduleofHom-associativesuperalgebrasaregivenandsomebasic

propertiesofthemarestudied.Then,theoremδn
Homδn-1

Hom=0isobtainedbyusingtherepresentationand

bimodule,andthedefinitionofthecohomologyofHom-associativesuperalgebrasisgiven.
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