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摘要:提出了非线性半定规划的雅可比唯一性条件,证明在这一条件下,刻画KKT条件的

映射在KKT点处导数是非奇异的.在雅可比唯一性条件下,证明了非线性半定规划的稳定

性定理并建立了下层为非线性半定优化问题的一类特殊双层规划的必要性最优条件.
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0 引 言

最优化问题的扰动分析是非常重要的专题,

在数值算法实现的稳健性分析和双层规划的理论

研究中起着非常重要的作用.目前,扰动分析的

研究已经取得了丰富的进展,比如近年来国际优

化领域出版了关于变分分析、扰动分析、非光滑方

程和互补与变分不等式的著名专著[1-4],在这些专

著中最优化的扰动理论都不同程度地被给予关

注.文献[5]详细介绍了非线性规划的扰动分析

结果,文献[2]详细介绍了一般最优化问题的扰动

分析结果.
追溯到扰动分析的早期工作,讨论的问题非

常特殊,如讨论问题的函数是二次连续可微的,扰

动后的函数关于决策变量和扰动参数也是二次连

续可微的,在此情况下,扰动问题解的存在性、连

续性和微分性质.Fiacco等[6]在1968年对非线

性规划在这种情况的扰动分析给出讨论,提出了

著名的雅可比唯一性条件(Jacobianuniqueness

conditions).对非线性半定规划而言,类似的雅

可比唯一性条件是什么样的条件,由此条件出发

得到什么样的稳定性理论,还没有文献涉及,本文

讨论这些问题.

1 雅可比唯一性定理

考虑非线性半定规划问题:

min f(x)

s.t. G(x)∈Sp
-

x∈Rn

(1)

其中f:Rn →R与G:Rn →Sp 是二次连续可微函

数和映射.式(1)的Lagrange函数定义为

L(x,Y)=f(x)+<Y,G(x)>;(x,Y)∈Rn ×Sp

称(x,Y)为式(1)的稳定点,如果

DxL(x,Y)=0;0⪰G(x)⊥Y⪰0
式(1)在稳定点x处的临界锥C(x)定义为

C(x)={d∈Rn:Df(x)d≤0,DG(x)d∈TSp-
(G(x))}

设x是可行点,所谓雅可比唯一性条件是指

如下的4个条件成立:
(1)存在Y∈Sp 满足

DxL(x,Y)=0;0⪰G(x)⊥Y⪰0
(2)约束非退化条件在x处成立,即

DG(x)Rn +linTSp-
(G(x))=Sp

(3)严格互补条件成立,即

λi(G(x)+Y)≠0;∀i=1,2,…,p
(4)二阶充分条件成立,即

sup
Y∈Λ(x)

{D2xxL(x,Y)(d,d)+dTH(x,Y)d}>0;

∀d∈C(x)\{0}



其中

H(x,Y)= (-2<Y,∂G(x)∂xi
G(x)†∂G

(x)
∂xj

>)

G(x)† 是矩阵G(x)的广义逆,集合Λ(x)是

在x处的Lagrange乘子集合:

Λ(x)={Y∈Sp:DxL(x,Y)=0,Y∈NSp-
(G(x))}

定理1 设f:Rn →R与G:Rn →Sp
- 是二次

连续可微函数和映射,Φ 是式(1)的可行集合,x

∈Φ 满足条件(1)~ (4),则映射

F(x,Y)=
DxL(x,Y)

ΠSp+
(Y+G(x))-Y

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

在(x,Y)处的导数是非奇异的.
证明 由条件(3)可得矩阵A=Y+G(x)是

非奇异的,因此有ΠSp+
在A处是可微的,F在(x,Y)

处是可微的.设A具有如下的谱分解:

A=PΛPT

其中Λ=diag{λ1,…,λp},λ1≥ … ≥λp 是A 的p
个 特 征 值,P ∈ Rp×p 是 正 交 矩 阵,P =
(q1 … qp),则映射ΠSp+

在A处沿H ∈Sp 的方

向导数为

Π'Sp+(A;H)=P(PTHPΩ)PT (2)

其中为矩阵的Hadamard乘积运算,Ω∈Sp 的

元素Ωij 定义为

Ωij =
[λi]++[λj]+
|λi|+|λj|

;i,j=1,2,…,p (3)

于是,映射F在(x,Y)处沿(Δx,ΔY)的方向导数

为

DF(x,Y)(Δx,ΔY)=
D2xxL(x,Y)Δx+DG(x)*ΔY

P(PT(ΔY+DG(x)Δx)PΩ)PT-ΔY

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

由DF(x,Y)(Δx,ΔY)=0得

D2xxL(x,Y)Δx+DG(x)*ΔY =0 (4)

PTΔYP(1p1Tp -Ω)=PT(DG(x)Δx)PΩ
(5)

引入指标集合

α= {i:λi(A)>0},γ= {i:λi(A)<0}

则

G(x)=P
0

Λγ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷PT,Y =P

Λα

0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷PT

记Pα =(pi:i∈α),Pγ =(pi:i∈γ).由于严格互

补条件成立,临界锥C(x)可以表示为

C(x)= {d∈Rn:PT
αDG(x)dPα =0} (6)

把Ω 表示为

Ω =
Ωαα Ωαγ

Ωγα Ωγγ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (7)

则Ωαα =1|α|1T|α|,Ωγγ =0|γ|×|γ|,

Ωij = λi

λi+|λj|
;i∈α,j∈γ (8)

由式(5)可得

qTiDG(x)Δxqj =0,(i,j)∈α×α;

qTiΔYqj=
Ωij

1-Ωij
qT

iDG(x)Δxqj=0,(i,j)∈α×γ;

qTiΔYqj=
λi

|λj|q
T
iDG(x)Δxqj,(i,j)∈α×γ;

qTiΔYqj =0,(i,j)∈γ×γ (9)

用Δx与式(4)两边的向量做内积,并由式

(9)可得

 0= <Δx,D2xxL(x,Y)Δx+DG(x)*ΔY>=

D2xxL(x,Y)(Δx,Δx)+<DG(x)Δx,ΔY>=

D2xxL(x,Y)(Δx,Δx)+

2∑
i∈α,j∈γ

λi

|λj|
[qTi(DG(x)Δx)qj]2 =

D2xxL(x,Y)(Δx,Δx)-

2∑
i∈α,j∈γ

λi

λj
[qTi(DG(x)Δx)qj]2 =

D2xxL(x,Y)(Δx,Δx)-2∑
p

i,j=1

(PTYP)ij ×

(PTG(x)†P)ij(PT(DG(x)Δx)P)2ij =

D2xxL(x,Y)(Δx,Δx)-

2∑
n

s,t=1
<PTYP,PT∂G(x)

∂xs
PPTG(x)†×

PPT∂G(x)
∂xt

PT>ΔxsΔxt =

D2xxL(x,Y)(Δx,Δx)-2∑
n

s,t=1
<Y,∂G(x)∂xs

×

G(x)†∂G
(x)
∂xt

>ΔxsΔxt =

D2xxL(x,Y)(Δx,Δx)+<Δx,H(x,Y)Δx>

即

D2xxL(x,Y)(Δx,Δx)+<Δx,H(x,Y)Δx>=0
(10)
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根据在条件(3)成立的前提下临界锥的表达式

(6),式(9)的第一式意味着Δx∈C(x),因此由二

阶条件和式(10)可推出Δx=0.由式(4)可得

DG(x)*ΔY =0
由此结合PT

αΔYPγ =0与PT
γΔYPγ =0以及约束非

退化条件(2),得到PT
αΔYPα =0,于是得到ΔY =

0.证毕.
在雅可比唯一性条件成立的前提下,可以进

行式(1)的稳定性分析.
命题1 考虑如下的扰动问题:

min f(x,u)

s.t. G(x,u)∈Sp
-

x∈Rn

(11)

其中f:Rn×Rm →R与G:Rn×Rm →Sp 是二次连

续可微函数和映射,f(x,0)=f(x),G(x,0)=

G(x).如果雅可比唯一性条件(1)~ (4)成立,则

存在ε>0与唯一的二次连续可微映射x:B(0,ε)

→B(x,ε),满足对任意的u∈B(0,ε),x(u)是式

(11)满足二阶增长条件的局部极小点,其中B(x,

ε)表示以x为球心,ε为半径的开球,B(0,ε)也有

类似的定义.
证明 定义映射

H(x,u,Y)=
DxL0(x,u,Y)

ΠSp+
(Y+G(x,u))-Y

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

其中

L0(x,u,Y)=f(x,u)+<Y,G(x,u)>

是式(11)的Lagrange函数,显然有H(x,0,Y)=

0,Dx,YH(x,0,Y)=DF(x,Y)是映上的.根据隐函

数定理,则存在ε>0与唯一的二次连续可微映射

(x,Y):B(0,ε)→B(x,ε),满足(x(0),Y(0))=
(x,Y).对任意的u∈B(0,ε),H(x(u),u,Y(u))

=0,这表明(x(u),Y(u))是式(11)的KKT点,

即

DxL0(x(u),u,Y(u))=0;0⪰G(x(u))⊥Y(u)⪰0
由(x(·),Y(·))的连续性,对u∈B(0,ε),式

(11)在x(u)处的约束非退化条件成立,严格互补

条件λi(G(x(u),u)+Y(u))≠0,∀i成立.

由于C(x)= {d:<Y,DG(x)d>=0},

C(x(u))= {d:<Y(u),DG(x(u),u)d>=0}

在u=0处连续(在变分分析的集值映射连续的

意义下)以及

H(x(u),Y(u))= (-2<Y(u),∂G(x(u),u)∂xi
×

G(x(u),u)†∂G
(x(u),u)
∂xj

>)
在u=0处的连续性,对充分小的ε>0,u∈B(0,

ε)时,

sup
Y∈Λ(x(u))

{D2xxL0(x(u),u,Y(u))(d,d)+

dTH(x(u),Y(u))d}>0;

∀d∈C(x(u))\{0}

即在(x(u),Y(u))处,式(11)的二阶充分最优性

条件成立,因此x(u)是式(11)满足二阶增长条件

的局部极小点.
作为命题1的应用,考虑扰动问题:

min f(x)

s.t. G(x)+Z∈Sp
-

x∈Rn

(12)

其中Z∈Sp.式(12)的最优值函数被称为扰动函

数,记为ν(Z).
定理2 设f:Rn →R与G:Rn →Sp

- 是二次

连续可微函数和映射,x∈Φ满足条件(1)~(4),

则

Dν(0)H =-<Y,H>;∀H ∈Sp (13)

证明 由命题1,存在ε>0,唯一的连续可微

映射(x,Y):B(0,ε)→B(x,ε)×B(Y,ε),满足对

任意的Z∈B(0,ε),(x(Z),Y(Z))满足式(12)的

KKT条件,即

 
DxL0(x(Z),Z,Y(Z))=0

ΠSp+
(Y(Z)+G(x(Z))+Z)-Y(Z)=0

(14)

其中

L0(x,Z,Y)=f(x)+<Y,G(x)+Z>

由式(14)的第二式得

Π'Sp+(DY(0)H+DG(x(0))H+H)-DY(0)H=0
即

PTDG(x)Dx(0)HPΩ-PTDY(0)HP(1p1Tp -

Ω)+PTHPΩ =0 (15)

由于(1p1Tp -Ω)αα =0|α|×|α|,Ωαα =1|α|1|α|
T,由式
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(15)得

(PTDG(x)Dx(0)HP)αα = (PTHP)αα (16)

根据

f(x)=-DG(x)*Y
和式(16)得

Dν(0)H = f(x(0))TDx(0)H =

-(DG(x)*Y)TDx(0)H =

-<Y,DG(x)Dx(0)H>=

-<PTYP,PTDG(x)Dx(0)HPT>=

-<Λαα,(PTDG(x)Dx(0)HPT)αα>=

-<Λαα,(PTHP)αα>=

-<PTYP,PTHP>=

-<Y,H>

得到结论.

2 一类双层规划的最优性条件

考虑如下的双层优化问题,上层优化问题定

义为

min θ(x,u)

s.t. x∈SolP(u)

u∈Uad

(17)

下层为问题P(u),定义如下:

min f(x)

s.t. G(x)+Bu∈Sp
-

x∈Rn

(18)

其中θ:Rn×Rm→R是连续可微函数,Uad⊂Rm 是

非空闭凸集合,SolP(u)表示问题P(u)的最优解

集合,B:Rm →Sp 是一连续的线性算子.
对任何u∈Rm,设在(x(u),Y(u))处问题

P(u)的雅可比唯一性条件成立,由命题1得,

(x(u),Y(u))是二次连续可微映射,满足

xL0(x,u,Y)=0

ΠSp+
(Y+G(x)+Bu)-Y =0

(19)

其中

L0(x,u,Y)=f(x)+<Y,G(x)+Bu>

令V(u)=DΠSp+
(Y(u)+G(x(u))+Bu):Rm

→Sp,可得到下述的最优性必要条件.
命题2 设f:Rn →R与G:Rn →Sp

- 是二次

连续可微函数和映射,对每一u∈Rm,(x(u),

Y(u))处问题P(u)的雅可比唯一性条件成立.如

果u* ∈Uad 是式(17)的局部极小点,则

<-B*(V(u*)P2)+ uθ(x(u*),u*),u-u*>≥0;

∀u∈Uad (20)

其中(P1,P2)∈Rn ×Sp 满足如下的伴随方程:
2xxL(x(u*),Y(u*)) DG(x(u*))*

V(u*)DG(x(u*)) V(u*)-I

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

* P1
P2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

xθ(x(u*),u*)

0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (21)

证明 定义θ0(u)=θ(x(u),u).如果u* ∈
Uad 是式(17)的局部极小点,则

<θ0(u*),u-u*>≥0;∀u∈Uad (22)

令

M(u)=
2xxL(x(u),Y(u)) DG(x(u))*

V(u)DG(x(u)) V(u)-I

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

则

M(u*)
Jx(u*)(u-u*)

DY(u*)(u-u*)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

0

-V(u*)B(u-u*)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

注意到式(21)可以表示为

M(u*)*
P1
P2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

xθ(x(u*),u*)

0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

得到对u∈Uad,

0≤<θ0(u*),u-u*>=
<Jx(u*)T xθ(x(u*),u*)+

uθ(x(u*),u*),u-u*>=

< xθ(x(u*),u*)

0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

Jx(u*)(u-u*)

DY(u*)(u-u*)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷>+

<uθ(x(u*),u*),u-u*>=

<[M(u*)-1]*
xθ(x(u*),u*)

0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

M(u*)
Jx(u*)(u-u*)

DY(u*)(u-u*)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷>+

<uθ(x(u*),u*),u-u*>=

<P1
P2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

0

-V(u*)B(u-u*)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷>+

<uθ(x(u*),u*),u-u*>=
<-B*(V(u*)P2)+ uθ(x(u*),u*),

u-u*>

311 第1期 高 婕等:非线性半定规划的雅可比唯一性定理



即式(20)成立.

3 结 语

本文证明了非线性半定规划的雅可比唯一性

定理,扰动问题的函数是决策变量与扰动参数的

二次连续可微函数时的扰动解的连续可微性质,

扰动函数的导数,以及一类下层为非线性半定规

划的特殊双层规划的最优性条件.在雅可比唯一

性条件中,严格互补条件是至关重要的,如果这一

条件不成立,非线性半定规划的扰动性分析需要

用到正半定矩阵锥的非光滑分析.非线性系统的

强正则性和映射的Lipschtz同胚,与约束非退化

条件和强二阶充分性最优条件等详见文献[7].
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