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摘要:两台起重机协同吊装中由于起重机间的协同关系增加了其动作规划的复杂度,特别

是起重机与被吊物间位置关系(即单封闭链结构)及起重机行走转弯时的非完整运动学约束

易导致规划效率低、规划动作序列不优等问题.针对双机吊装系统中的单封闭链及非完整运

动学约束问题,采用逆向求解的思路,以被吊物及起重机下车为驱动的构建方法,从被吊物的

角度来建立双机吊装系统模型,并将位姿变量分为主动、被动变量,对于主动变量采用改进

RRT-Connect++算法规划得到,再求解封闭链方程得到被动变量.最后用两个案例分析验

证了该求解思路的可行性和规划的高效性.
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0 引 言

随着起重机的被吊物呈现大而重、形状不规

则的特点,两台甚至多台起重机协同吊装越来越

普遍.两台或多台起重机协同作业增加的吊装过

程的危险性,使得制作吊装方案的必要性日显突

出.两台起重机协同吊装(简称双机吊装系统)的
吊装方案制订涉及双机吊装模型建立、吊装仿真

等,而双机吊装模型建立过程中存在的单封闭链

约束、非完整运动学约束等问题,使得双机吊装系

统的研究难度增大.
目前,越来越多的学者开始对双机吊装系统

进行研究.1993年,Souissi等首次构建两台起重

机协同吊装的雏形[1].2007年,Zhang等提出一

种基于智能体的两台汽车起重机协同吊装的仿真

方法[2],将起重机及吊装环境抽象为具有简单信

息获取及行动决策能力的智能体,再由智能体相

互协作实现双机吊装过程的仿真.但是,Souissi
和Zhang等所提模型均没考虑起重机行走.另有

学者提出基于几何运动学的双机吊装仿真方

法[3-4],将起重机各部分及被吊物视为刚体,并假

设起升绳始终竖直,据此建立双机吊装的几何模

型,最后通过该模型模拟吊装过程.此方法能直观

地模拟双机吊装过程,但未考虑被吊物重量、起重

机起重性能等因素,可能出现与实际吊装不符的

情况.还有学者提出基于物理引擎的双机吊装仿

真方法[5-6].其将起重机各部分及被吊物视为有重

量、重心、惯性矩等物理属性的刚体,并采用合适

的铰(如球铰、滑移铰、旋转铰等)将各刚体连接,
构建一个双机吊装系统动力学模型,以此实现双

机吊装仿真.此方法能较好地模拟起重机动作,但
也存在不足:所设置刚体的物理属性较多且实际

工程中难确定,使得其实用性较差.
而动作规划由来已久,其中快速扩展随机树

(rapidly-exploringrandomtree,RRT)算法是使

用范围最广泛的算法之一,特别是在机器人路径

规划 领 域[7-8].对 于 起 重 机 动 作 规 划 的 研 究,

Reddy等提出一种基于图构造及搜索的单台移动

式起重机动作规划方法[9].2005年,DeenAli等



提出一种基于遗传算法(GA)的双机吊装动作规

划方法[10].该方法规划效率高,但存在算法收敛

性差及动作序列质量难控制等不足.Wang、张玉

院等提出基于蚁群算法的单、双台起重机动作规

划方法[11-12],考虑碰撞、位姿距离、起重机动作优

先级等约束.该方法能够规划出较优的动作序列,
但蚁群算法中启发式因子等参数较难控制且计算

时间较长.2012年,刘园园采用RRT-Connect及

RRT-MultiPhrase算法(一种改进的RRT算法)
对双机吊装进行动作规划[13],实现了双机行走、
转弯等较难协同动作,但其中解决双机吊装系统

单封闭链问题只是将规划结果进行简单判断,即
判断两台起重机吊点之间距离与被吊物长度差值

是否在设定的误差范围内,若结果不满足即舍弃,
导致规划过程做较多无用功,规划效率较低.

可见,以上方法都采用正向求解思路,即先从

起重机或系统整体的角度出发来建立模型,再构

建位姿空间,最后采用规划算法进行动作规划.正
向求解虽能实现双机吊装系统动作规划,但存在

规划效率较低、规划动作不优等不足.而本文将在

刘园园研究[13]基础上,以被吊物及起重机下车为

驱动对象,采用逆向求解进行双机吊装动作规划.
主要思路是以被吊物及起重机下车为动作规划对

象,采用改进的RRT-Connect++算法[14]先随机

采样被吊物位姿,再在被吊物吊点确定的站位环

中随机采样起重机下车位姿,这样所得位姿变量

满足单封闭链约束,剩余起重机位姿变量通过求

解封闭链方程得到,同时在扩展动作时考虑非完

整运动学约束.最后,在双机吊装系统动作规划平

台上采用两个双机吊装案例验证该改进算法的可

行性及其规划的高效性.

1 双机吊装系统单封闭链问题求解

根据机构学思想,可以将双机吊装系统看成

单封闭链系统,即由主起重机、被吊物、溜尾起重

机、地面首尾相接构成的一个封闭环路,如图1所

示.此封闭链结构存在于多起重机协同吊装、多机

器人协同搬运等问题中.封闭链问题增加系统建

模难度,并在动作规划的位姿空间中易形成分散

的、低维度的子空间导致动作规划的效率较低.因
此,此问题越来越引起研究者的关注.早在2005
年,CortésMastral已对多机器人协同搬运问题

中的封闭链约束采用随机环路产生器(random
loopgenerator,RLG)算法进行求解[7].该算法先

参数化位姿空间,并将位姿变量分为主动和被动

变量,然后通过随机采样算法规划主动变量,求解

封闭链方程得到被动变量.此算法能很好地解决

有封闭链约束的随机采样规划问题,且计算时间

短,但其中主动、被动变量的划分具有的不确定

性,对动作规划效果影响较大.

图1 双机吊装系统单封闭链结构示意图

Fig.1 Thesingleclose-chainconfigurationofdual-crane

liftingsystem

在此,本文采用RLG算法的优点,结合双机

吊装系统的特点,将被吊物及起重机下车位姿作

为主动变量,其他位姿为被动变量.主动变量由动

作规划算法求得,再通过封闭链方程求解得到起

重机其他位姿变量.在求解时假定双机吊装系统

各部分为刚体,并要求起升绳始终竖直,具体求解

过程如下:
首先建立如图2所示坐标系OXYZ,由起重

机的动作特点及其本身结构的几何关系,易知在

已知起重机下车位姿(x,z,φ)及被吊物吊点位置

(xle,yle,zle)情况下,可以求得起重机转台相对下

车角度θ、臂架仰角ϕ、起升滑轮到吊点竖直距离

h,其中(x,z)是起重机回转中心坐标,φ是起重机

下车与 X 轴正方向夹角.而被吊物位姿定义如

下:简化被吊物为一长度为L'的刚体(按设备轴

线),同时为简化吊点位置计算复杂度,用主吊点
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处位姿表示被吊物位姿,在主吊点处建立局部坐

标系O'X'Y'Z',如图2所示,其中αle 是被吊物的

轴线与X 轴正方向(水平方向)的空间夹角(范围

为[0°,180°]);βle 是被吊物的轴线与水平面XOZ
的夹角(即被吊物仰角,范围为[0°,αle];若αle 为

钝角,则范围为[0°,180°-αle]);γle 是常量,取值

为+1或-1,+1表示溜尾吊点在Z 轴正方向,

-1则反之.

图2 被吊物位姿

Fig.2 Theliftedequipmentconfiguration

因此,主动变量为被吊物位姿(xle,yle,zle,

αle,βle,γle)及主、溜尾起重机下车位姿(xi,zi,

φi),i=1,2,主、溜尾起重机转台相对下车角度和

臂架仰角、起升滑轮到吊点竖直距离为被动变量.
故可构建双机吊装系统的位姿为(x1,z1,φ1;x2,

z2,φ2;xle,yle,zle,αle,βle,γle).
具体的封闭链方程求解过程如下:
已知被吊物主吊点处位姿(xle,yle,zle,αle,

βle,γle),为规划算法随机采样所求得,其中被吊物

起始、就位位姿是给定的,并已知两吊点在被吊物

轴线上的距离L.
由主、溜尾吊点间相对位置关系,可求得溜尾

吊点位置(xlt,ylt,zlt)为

xlt=xle+L·cosαle
ylt=yle-L·sinβle

zlt=zle+L·γle· sin2αle-sin2βle

(1)

再由主、溜尾吊点位置,结合所给的被吊物重

量和主、溜尾起重机起重性能数据确定的最大、最
小作业半径Rmax、Rmin,确定主、溜尾起重机的站

位环,见图3阴影部分,其中坐标原点O是被吊物

吊点投影位置.然后在站位环中随机采样,得到

主、溜尾起重机的下车位姿(xi,zi,φi),i=1,2.
对于主起重机,确定下车位姿和已知主吊点

位置后,即可求解转台相对下车角度θ1、主起重

机臂架仰角ϕ1、主起升滑轮到吊点竖直距离h1,
具体见式(2)~ (4):

θ1 =atan (z1-zle)/(x1-xle)( )-φ1 (2)

ϕ1 =acos(| (x1-xle)2+(z1-zle)2 -x|/

L2m+h2m)+atanhm

Lm

æ

è
ç

ö

ø
÷ (3)

h1={L2m+h2m-[[(x1-xle)2+(z1-zle)2]1/2-
x]2-z2}1/2+Hm-yle (4)

式中:x为主臂架铰点相对起重机回转中心坐标

(x,z)的横坐标(m);z为主臂架铰点相对起重机

回转中心坐标(x,z)的纵坐标(m);hm 为主滑轮

到主臂轴线的竖直距离(m);Hm 为主起重机下车

高(m);Lm 为主臂长度(m).

图3 起重机站位环示意图

Fig.3 Sketchmapofthelocationloopofcrane

对于溜尾起重机,当求得溜尾吊点位置和溜

尾起重机下车位姿后,剩余位姿变量求解与主起

重机的计算公式相同.

2 双机吊装系统动作规划算法

对双机吊装系统进行动作规划时,采用改进

的RRT-Connect++算法[14]直接规划主动变量,
再由封闭链方程求解被动变量,从而得到双机系

统的整体位姿变量.
RRT-Connect++算法主要流程是:初始化

(建立位姿空间)—随机采样—选生长点(距离最

近原则)—选择动作输入—扩展树—判断是否满

足(加入树中),如图4所示.它的特点是生长点在

选择动作输入后,能够进行多步扩展直至达到随

机点或遇到障碍.同时,为增加规划出较优动作序

列的机会又能保持树节点较少,在树扩展操作中

每隔k步生成的树节点加入树中,扩展过程如图

5所示.通过此策略,在下一个迭代周期中算法提

供了中间节点向优质区扩展的可能,同时也提高

了两棵树中间节点相连的可能性.
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图4 RRT-Connect++算法流程和对其的改进

Fig.4 FlowchartanditsimprovementoftheRRT-Connect++algorithm

图5 RRT-Connect++算法树节点扩展

Fig.5 Expansionofthetreesnodesforthe

RRT-Connect++algorithm

另外,为使RRT-Connect++算法与本文双

机吊装系统建立的模型相对应,需在算法的随机

采样、选择生长点及动作输入、判断两树相遇等方

面进行改进,如图4所示.具体的改进如下:
(1)随机采样中,先在位姿空间随机采样被吊

物位姿,继而可由被吊物吊点位置、被吊物重量及

起重机起重性能数据确定两台起重机的站位环,

然后在站位环中随机采样起重机下车位姿,见

图3.
(2)选择生长点步骤中,采用两位姿间距离最

短原则,距离是将各个位姿变化前后轨迹长度相

加之和,即长度变量直接相减,角度变量取平均弧

长,计算公式见式(5)、(6):

l= xi
1-xi+1

1 + zi
1-zi+1

1 +R1· φi
1-φi+1

1 +

xi
2-xi+1

2 + zi
2-zi+1

2 +R2· φi
2-φi+1

2 +
xi
le-xi+1

le + yi
le-yi+1

le + zi
le-zi+1

le +
L· αi

le-αi+1
le +L· βi

le-βi+1
le (5)

l'=2L sin2αi
1-sin2βi

1 - sin2αi+1
1 -sin2βi+1

1

(6)

式中:R1、R2 分别是主、溜尾起重机两位姿的平均

作业半径;当γi
le≠γi+1

le 时,l需再加上l'.
(3)动作输入集定义中,根据双机实际吊装情

况,定义双机动作输入集,选取动作时遵循两节点

距离最短及代价最小原则.
(4)定义两节点相遇原则:为减少计算量,只
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判断两树最近节点位姿中的被吊物及起重机下车

位姿变量差值是否在所设定的误差δ范围内,其
他位姿变量不予判断.

此外,在生长树扩展时,即当已知双机吊装系

统某一时刻的位姿(主动变量),需选择动作输入,

由状态转移方程,求得下一时刻系统位姿.而在求

解状态转移方程时,需考虑起重机行走的非完整

运动学约束.非完整运动学约束是一种用微分方

程表示的但不可积分的约束,存在于起重机行走

转弯时.对于单台起重机非完整运动学约束问题,

文中建立类似轮式机器人运动学模型[13],即给定

起重机沿履带方向速度,分解为平面坐标系的分

速度,见图6.假定t时刻起重机下车位姿变量为

(xt,zt,φt),履带方向速度为v,则t+1时刻下车

位姿变量(xt+1,zt+1,φt+1)求解公式为

xt+1 =xt+v×cosφt

zt+1 =zt+v×sinφt

φt+1 =φt+Δφ

(7)

图6 起重机行走、转弯运动学简化模型

Fig.6 Simplifiedmodelforthetravelingandturning

ofcrane

根据双机吊装系统所定义的位姿,并考虑起

重机的非完整运动学约束,定义其动作输入集u
为 (v1,Δφ1;v2,Δφ2;Δxle,Δyle,Δzle,Δαle,Δβle,1/

-1),其中v1、v2 是主、溜尾起重机沿履带方向速

度,其他变量(除1/-1)为各位姿的增量,即动作

步长,如动作集(0,0;-0.1,0;0,0,0,0,0.1,1)

表示设备沿主吊点翻转,溜尾起重机跟随,动作

步长都为0.1.
这样,双机吊装系统的主动变量值可由改进

的RRT-Connect++算法随机采样得到,同时考

虑两台起重机非完整运动学约束求得状态转移方

程,再根据封闭链方程求得被动变量.

3 案例分析

为验证本文对双机吊装系统求解思路的可行

性和规划的高效性,将列举两个双机吊装案例.
主、溜尾起重机型号都是LIEBHERR.案例中主

起重机最大起重能力为750t,臂长为63m;溜尾

起重机最大起重能力为400t,臂长为42m;被吊

物长25m,直径4m,质量为380t.迭代次数不超

过5000,否则规划失败.
以下案例的计算机配置为CPU 主频:2.20

GHz,内存:2GB.
3.1 案例1

案例1要求两台起重机实现被吊物的翻转、

竖直动作,同时要求无碰撞.起始时被吊物为水平

状态,距离地面10m;就位时被吊物与竖直方向

夹角为83°(避免溜尾起重机与被吊物发生碰

撞),溜尾起重机为协助完成吊装任务行走了一段

距离.双机吊装系统起始、就位位姿如表1所示,

定义的双机吊装系统动作输入集如表2所示.
对案例进行重复100次动作规划,所得实验

结果平均值如下:成功率100%;碰撞检测797.8
次;树节点193个;规划时间0.535s.与文献[13]

中的第三章案例一对比,所进行的碰撞检测次数

及规划出的树节点数都较少,表现出较高的规划

效率.图7为双机吊装系统仿真界面截图,显示所

规划的起重机及被吊物轨迹.

表1 案例1双机吊装系统起始、就位位姿

Tab.1 Initialandtargetconfigurationsofdual-craneliftingsystemforCase1

项目 (x1,z1) φ1/rad (x2,z2) φ2/rad (xle,yle,zle) αle/rad βle/rad γle

起始位姿 (0,-77m) 0 (5m,-27m) 1.57 (10m,10m,-70m) 1.57 0 1

就位位姿 (0,-77m) 0 (5m,-53m) 1.57 (10m,35m,-70m) 1.57 1.45 1
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表2 案例1双机吊装系统动作输入集

Tab.2 MotioninputsetoftwocraneliftingsystemforCase1

v1/(m·s-1) Δφ1/rad v2/(m·s-1) Δφ2/rad Δxle/m Δyle/m Δzle/m Δαle/rad Δβle/rad γle

0 0 0 0 0 0.1 0 0 0 1

0 0 -0.01 0 0 0.1 0 0 0.1 1

0 0 -0.10 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0.1 1

0 0 0 0 0.1 0 0 0 0 1

(a)
   

(b)

(c)
   

(d)

图7 案例1双机吊装系统仿真截图

Fig.7 Thescreenshotsofdual-craneliftingsystemsimulation

3.2 案例2
案例2要求两台起重机在有障碍物环境中将

被吊物由起始位置平移到就位位置,吊装中起重

机需进行转弯绕开起始、就位位置间存在的突出

障碍物.双机吊装系统起始、目标位姿见表3,定
义的双机吊装系统动作输入集如表4所示.

同样,对该案例进行重复100次动作规划,所

得实验结果平均值如下:成功率100%;碰撞检测

6391.44次;树节点1781.13个;规划时间16.78
s.图8为双机吊装系统仿真界面截图,显示所规

划的起重机及被吊物主吊点动作轨迹.此结果显

示碰撞检测及树节点数都较多,但都在可接受范

围内,规划效率相对较高并且该算法规划的动作

轨迹较优.

表3 案例2双机吊装系统起始、就位位姿

Tab.3 Initialandtargetconfigurationsofdual-craneliftingsystemforCase2

项目 (x1,z1) φ1/rad (x2,z2) φ2/rad (xle,yle,zle) αle/rad βle/rad γle

起始位姿 (-10m,5m) 1.57 (23m,7m) 1.57 (0m,5m,-10m) 0 0 1

就位位姿 (10m,-70m) 1.57 (43m,-72m) 1.57 (20m,5m,-85m) 0 0 1
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表4 案例2双机吊装系统动作输入集

Tab.4 Motioninputsetofdual-craneliftingsystemforCase2

v1/(m·s-1) Δφ1/rad v2/(m·s-1) Δφ2/rad Δxle/m Δyle/m Δzle/m Δαle/rad Δβle/rad γle

-0.1 0 -0.1 0 0.1 0 0 0 0 1
-0.1 0 -0.1 0 0 0 -0.1 0 0 1
0  0.1 0  0.1 0 0 0 0 0 1
0 -0.1 0 -0.1 0 0 0 0 0 1

(a)
   

(b)

(c)
   

(d)

图8 案例2双机吊装系统仿真截图

Fig.8 Thescreenshotsofdual-craneliftingsystemsimulationforCase2

4 结 论

本文通过逆向求解的思路构建了双机吊装系

统模型,并对 RRT-Connect++算法进行了改

进,通过改进的算法规划得到主动变量,再利用主

动变量求解封闭链方程得到被动变量.文中所给

出的两个案例中,算法对双机实现被吊物翻转、行
走避障平移的吊装任务表现出较高的规划效率,
并能找到较优的动作序列,充分验证了该求解思

路的高效性和可行性,有效改善了由于单封闭链

结构和起重机非完整运动学约束等导致的规划效

率低、动作不优的问题,同时算法考虑了碰撞、起
重性能、双机吊装系统特性等约束,为吊装方案的

制订提供了更安全、更全面、更灵活的动作规划信

息.
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Amotion-planningmethodfordual-craneliftingbasedoninverse-solving

WANG Xin*1, YI Huai-jun1, WU Di2, WANG Dian-long1, SUN Ji-sheng1

(1.SchoolofMechanicalEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.SchoolofComputerScienceandTechnology,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Itmakesmotion-planningmoredifficultthatthecranescooperateindual-cranelifting.
Especially,thesingleclose-chainproblem betweencranesandliftedequipment,non-holonomic
problemwhilethecranesareturning,bothleadtolowplanningefficiencyandun-optimalplanning
motionsequences.Fortheproblemofsingleclose-chainandnon-holonomicconstraintindual-crane
liftingsystem,awaybasedoninverse-solving,drivenbyliftedequipmentandcranecarriageisused.
Themodelofdual-craneliftingsystemisestablishedinviewofliftedequipment,andtheconfiguration
variablesareseparatedintotwosets:activevariablesandpassivevariables.Theimprovedmotion-
planningRRT-Connect++algorithmdirectlyactsontheactivevariableswhilethepassiveonesare
obtainedbysolvingsingleclose-chainequations.Thefeasibilityandefficiencyoftheextended
planningareshownbytwocasesstudy.

Key words: motion-planning;dual-cranelifting;single close-chain constraint;non-holonomic
constraint;improvedRRT-Connect++algorithm
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