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基于有效刚度的空间框架结构几何非线性分析
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摘要:利用考虑轴力影响的单元弯矩-转角关系,通过修改常规三维杆系弹性有限元的局部

刚度矩阵,提出了空间钢筋混凝土框架结构基于有效刚度的几何非线性有限元分析方法,并
提出了确定柱初始轴力的简化方法.将该方法计算结果与我国规范GB50010—2010和美国

规范ACI318-11计算结果进行了比较,结果表明,采用该方法计算一般只需两次迭代即可得

到满足工程精度要求的结果;如果采用简化方法近似确定的柱轴力,则不再进行迭代也能得

到很高精度的结果.对于规则的框架结构,该方法计算结果与我国规范和美国规范的计算结

果接近;对于不规则框架结构,该方法计算结果比我国规范和美国规范的计算结果大.
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0 引 言

钢筋混凝土框架结构柱的截面尺寸一般比较

大,通常不会发生受压失稳破坏.但是当柱的长细

比较大时,轴力在其挠曲变形上产生的附加弯矩

不可忽略,在这种情况下需要考虑二阶效应的影

响.针对钢筋混凝土框架结构的二阶效应问题,国
内外学者已经进行了非常深入的研究,相关成果

已在设计规范中得到应用,但仍存在一些问题,主
要包括:

(1)规范中的二阶效应分析方法是先进行一

阶(弹性)分析,然后根据构件的边界条件近似考

虑二阶效应的影响.这种将二阶分析与一阶分析

相隔离的方法会产生很大误差.
(2)规范通过计算长度和弯矩调整系数考虑

构件端约束的影响.对于构件的计算长度,规范采

用的公式都是按照一定的隔离体模型建立的,当
构件的实际边界条件与隔离体模型差别较大时,
可能引起较大的误差;对于弯矩调整系数,是从结

构弹性分析并经简化得到的,各国规范采用的表

达式并不统一[1-3].
(3)美国规范ACI318-11采用弹性方法计算

结构内力时,为考虑混凝土开裂及徐变、收缩的影

响,规定梁和柱分别采用0.35和0.7的刚度折减

系数.但在计算二阶效应时,考虑相同的原因采用

0.4的刚度折减系数.无法解释两种折减系数的

不同.
(4)按现行规范计算结构二阶效应时,首先要

判断结构有无侧移.无侧移结构的二阶效应是由

构件的横向变形产生的,称为P-δ效应;有侧移结

构的二阶效应包括构件本身横向变形产生的P-δ
效应和结构整体侧移产生的P-Δ 效应.美国规范

ACI318-11和欧洲规范EN1992-1-1:2004对于

无侧移结构按P-δ效应计算,有侧移结构按P-Δ
效应计算,有侧移结构忽略了P-δ效应.

(5)规范将实际结构近似简化为平面体系进

行内力分析的方法,是对实际结构空间形态及受

力情况的一种简化,对于空间比较复杂的结构,无
法全面考虑结构的空间不对称性及空间内多维荷

载对结构二阶效应的影响.
结构二阶效应问题本质上是结构的几何非线

性问题.当结构接近承载能力极限状态时,几何非

线性和材料非线性都比较明显.因此,同时考虑结

构几何非线性和材料非线性才能比较准确地反映



结构极限状态时的情况.目前,国内外学者在钢筋

混凝土框架结构的非线性分析方面做了很多工

作[4-8],但由于分析比较复杂,并不能直接在日常

的大量设计中应用,设计中采用的仍是简单的线

弹性分析方法.对于几何非线性问题的处理,则采

用前述的简化方法处理;对于材料非线性,计算内

力时则采用对构件刚度进行折减的方法处理.
鉴于在设计中直接应用同时考虑几何非线性

和材料非线性的分析方法不现实,而采用规范中

的方法考虑柱的二阶效应误差较大,本文提出空

间框架结构基于有效刚度的几何非线性有限元分

析方法,这里的有效刚度为规范中考虑混凝土收

缩、徐变及开裂,对构件刚度进行折减后的刚度,
是处理包括材料非线性在内的多种影响因素的一

种简化方法.

1 考虑几何非线性的单元刚度矩阵

对空间框架结构进行有限元分析,首先应建

立三维单元刚度矩阵.如图1所示三维等截面直

杆单元,若考虑轴力 N 的影响,则构件端部弯矩

与端部转角、位移的关系可表示为下面的形式:

MAz =EIz

l siizθAz +sijzθBz -(siiz +sijz)
Δy

l[ ](1a)

MBz =EIz

l sjizθAz +sjjzθBz -(sjiz +sjjz)
Δy

l[ ]
(1b)

MAy =EIy

l siiyθAy +sijyθBy -(siiy +sijy)
Δz

l[ ]
(1c)

MBy =EIy

l sjiyθAy +sjjyθBy -(sjiy +sjjy)
Δz

l[ ]
(1d)

式中:MAz、MBz 分别为构件绕z 轴弯曲产生的近

端和远端弯矩;MAy、MBy 分别为构件绕y 轴弯曲

产生的近端和远端弯矩;Δz、Δy 分别为构件两端

沿z轴和y 轴方向的相对侧移,其中Δz =wA -
wB,Δy =vA-vB;EIz、EIy 分别为构件绕z轴和y
轴的抗弯刚度;siiz =sjjz,sijz =sjiz 为构件绕z 轴

弯曲时考虑轴力影响的近端和远端刚度系数;

siiy =sjjy,sijy =sjiy 为构件绕y轴弯曲时考虑轴力

影响的近端和远端刚度系数.按式(2a)~ (2d)[9]

计算:

siiz =sjjz =kzlsinkzl-(kzl)2coskzl
2-2coskzl-kzlsinkzl

(2a)

sijz =sjiz =
(kzl)2-kzlsinkzl

2-2coskzl-kzlsinkzl
(2b)

siiy =sjjy =kylsinkyl-(kyl)2coskyl
2-2coskyl-kylsinkyl

(2c)

sijy =sjiy =
(kyl)2-kylsinkyl

2-2coskyl-kylsinkyl
(2d)

kz、ky 分别为构件在x-y平面和x-z平面内的稳定

系数,按下式计算:

kz = N
EIz

, ky = N
EIy

(2e)

图1 三维等截面直杆

Fig.1 Equalcross-sectionbarinthreedimensionspace

图2示出了构件刚度系数s随kl的变化.若轴

力N =0,通过数学中的极限分析可以得到sii =
sjj =4,sij =sji =2,此时弯矩-转角公式(1a)~
(1d)即简化为一阶分析的构件弯矩-转角公式.
若轴力 N ≠0,将包括轴力的参数kl 代入式

(2a)~(2d),由弯矩-转角公式(1a)~(1d)计算得

到的弯矩就是考虑构件几何非线性或包括二阶效

应的总弯矩.

图2 刚度系数s随kl的变化

Fig.2 Stiffnesscoefficientsvs.kl

根据式(1a)~(1d)建立考虑轴力影响的三维

单元刚度矩阵Ke(式(3)),该刚度矩阵考虑了结

构几何非线性的影响.按照式(3)对已有的有限元

程序进行修改,即可进行考虑结构几何非线性的

计算.对于材料非线性,可通过对构件弯曲刚度进

行折减考虑.我国规范 GB50010—2010建议梁
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和柱的折减系数分别取0.4和0.6[1],美国规范

ACI318-11建议梁和柱的折减系数分别取0.35
和0.7[2].由于美国规范采用基于有效刚度计算

结构的二阶效应,本文分析采用与美国规范相同

的折减系数,以便于对比.

Ke=

EA
l

0 12EIz

l3

0 0 12EIy

l3

0 0
(siiy +sijy)EIy

l2
siiyEIy

l

0
(siiz +sijz)EIz

l2 0 0 siizEIz

l

-EA
l 0 0 0 0 EA

l

0 -12EIz

l3 0 0 -
(sjjz +sjiz)EIz

l2 0 12EIz
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0 0 -12EIy

l3 -
(sjjy +sjiy)EIy

l2 0 0 0 12EIy
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0 0
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l2
sjiyEIy

l 0 0 0 -
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(3)

2 最大弯矩的位置

图3示出了柱的一阶弯矩、二阶弯矩及总弯

矩,可以看出总弯矩可能出现在柱的两端,也可能

出现在柱的中部.而根据式(1a)~(1d)只能得出

构件端部的弯矩值.当最大弯矩不在构件端部时,

需要根据截面弯矩沿柱高的分布确定最大弯矩位

置.由于柱在两个平面内独立进行分析,以x-y平

面为例,构件距近端为x的截面弯矩为

 Mz(x)= (cotkzl×sinkzx-coskzx)MAz +
(csckzl×sinkzx)MBz (4)

(a) (b)

图3 构件弯曲形式及最大弯矩截面位置

Fig.3 Componentbendingformandthepositionofmaximumbendingmoment
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对式(4)求导,令导数为0得

x0z = 1kz
arctan -MBzcsckzl+MAzcotkzl

MAz

æ

è
ç

ö

ø
÷ (5)

一般情况下,若不能直接判断最大弯矩是否在中

部位置,可先按式(5)计算最大弯矩的位置x0z,
若0<x0z <l,则最大弯矩截面位于构件长度范

围内,将x0z 代入式(4)计算最大弯矩;若x0z ≥l
或x0z ≤0,则 最 大 弯 矩 位 于 构 件 端 部,根 据

式(1a)~(1d)计算最大弯矩.柱在x-z平面的弯

矩计算与此相同.

3 迭代计算步骤

用式(3)作为结构单元刚度矩阵进行有限元

计算时,需要考虑柱的轴力,但开始并不知道结构

中各柱的轴力,因此需要先假定轴力进行迭代计

算.第1次有限元计算时可不考虑轴力的影响,取

N=0,计算得到轴力后,由式(2a)~(2d)计算考

虑轴力影响的刚度系数,代入式(3)计算各柱的单

元刚度矩阵,进行第2次有限元计算,计算得到新

的轴力后再计算柱的单元刚度矩阵并进行有限元

计算,如此不断迭代,直到前后两次得到的弯矩或

轴力误差满足规定的误差要求时停止.迭代过程

如图4所示.计算表明,按照图4所示的迭代步骤

计算结构考虑二阶效应的内力,第3次迭代结果

与第2次已经非常接近,所以一般只需进行两次

迭代计算即能得到比较准确的结果.

图4 基于有效刚度的几何非线性有限元分析

Fig.4 Geometricalnon-linearfiniteelementanalysis

basedoneffectivestiffness

4 构件轴力的简化计算

尽管按本文方法计算构件考虑二阶效应的弯

矩时,一般只需进行两次迭代,但与现行规范方法

相比,计算量仍比较大.由图2可以看出,构件刚

度系数s对kl的变化并不敏感(这也是按本文方

法迭代计算时收敛很快的原因),第1次迭代计算

时只需给出柱轴力的近似值,进行一次有限元计

算就能得到比较准确的结构内力.因此,确定柱轴

力的近似值对简化计算有重要意义.
对于一般的框架结构,作用在梁上的竖向荷

载只对与其直接连接的构件有较大影响,较远构

件受到的影响较小.所以近似确定竖向构件的轴

力时,可以做一些合理的假设[10].对于竖向荷载,

按图5所示的方式进行分配,即将每层荷载沿梁

跨中等分后传递到距离最近的柱,然后将上层柱

荷载累积传递至下层柱,由此得到的外柱轴力为

同层内柱的一半.

图5 柱竖向荷载分配

Fig.5 Distributionofverticalloadsinthecolumn

对于水平荷载,可以依照悬臂梁法进行计算,

以图6所示的结构为例.首先,分别计算框架某

楼层在两个弯曲平面(y-z、x-z)内的倾覆力矩:

Mx =∑
n

i=1
Vyih, My =∑

n

i=1
Vxih (6)

式中:Vyi 为该层柱i沿y 轴方向的剪力;Vxi 为该

层柱i沿x轴方向的剪力;n为该层柱的数量;h为

该层层高.
然后,对结构在两个弯曲方向的中心分别建

立力矩平衡方程:

   Mx =4× 2fx1A1×D
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ (7a)
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 My =2× 2fy1A1×L
2+2fy2A2×L

6
æ

è
ç

ö

ø
÷ (7b)

式中:fx1A1 表示倾覆力矩Mx 作用下图6柱1~
8产生的内力;fy1A1 表示倾覆力矩 My 作用下外

柱1、4、5、8产生的内力,fy2A2 表示倾覆力矩 My

作用下内柱2、3、6、7产生的内力.

图6 水平荷载作用下柱的轴力

Fig.6 Axialforceofcolumnunderhorizontalloads

假定楼层中每根柱的轴向应力与其到结构中

心的距离成正比,同时考虑外墙的影响,外柱有效

面积为内柱的2倍,根据式(7a)、(7b)可得两个方

向倾覆力矩作用下各柱的内力,与竖向荷载作用

下柱的内力相叠加即得到柱的总轴力.

5 算例分析

5.1 算例1
如图7(a)所示多层钢筋混凝土框架结构,梁

截面尺寸为250mm×400mm,柱截面尺寸为

400mm×400mm.柱间距为6m.结构承受的竖

向恒荷载为35kN/m,竖向活荷载为30kN/m.
活荷载按图7(b)所示方式布置时,计算C3柱的

最大弯矩.
(1)迭代计算

按照本文提出的方法进行迭代计算,迭代过

程见表1,其中考虑材料非线性,计算内力时梁、

柱刚度折减系数分别取0.35和0.7.由表1可以

看出,在保证小数点后二位数字的情况下,第3次

的迭代计算结果与第2次已经相同,说明迭代收

敛速度很快.考虑轴力影响,构件近端的刚度系数

由不考虑轴力影响的4减小为3.858;而构件远

端的刚度系数由不考虑轴力影响的2增大到

2.036.

(a)框架结构 (b)活荷载布置方式

图7 规则空间框架结构

Fig.7 Regularspaceframestructure

表1 迭代法计算的C3柱端弯矩

Tab.1 EndbendingmomentofcolumnC3throughiteration

迭代

步骤
N/kN

MAy/
(kN·m)

MBy/
(kN·m)

MAx/
(kN·m)

MBx/
(kN·m)

sii=sjj sij=sji Δx/m Δy/m

1 0 -90.72 107.99 149.17 152.18 4 2 0 0

2 2734.72 -87.93 103.54 145.48 150.37 3.858 2.036 0 0

3 2734.72 -87.93 103.54 145.48 150.37 3.858 2.036 0 0
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在x-z 平面,由式(2e)得稳定系数ky =

0.256,因此,kyl=0.256×4m=1.024m.由式

(5)计算得最大弯矩截面位置x0 =2.55m <

4m,因此,柱绕y轴的最大弯矩截面位于柱高范

围内,由式(4)得最大弯矩为 My,max =109.92

kN·m.
在y-z平面,由于本例中柱为方形截面,其两

个方向的抗弯刚度相同,因此kxl=kyl=1.024

m.由式(5)计算得最大弯矩截面位置x0 =8.17

m>4m,因此,柱绕x轴的最大弯矩截面位于柱

端,即Mx,max =150.37kN·m.
(2)简化计算

以x-z平面为例.采用本文第4章的简化方法

进行近似计算,得C3柱的轴力N =2798.5kN,

刚度系数siix =sjjx =siiy =sjjy =3.855,sijx =sjix

=sijy =sjiy =2.036.代入式(3)表示的单元刚度

矩阵进行一次有限元计算,得到考虑轴力影响的

柱端弯矩为MAy =85.45kN·m,MBy =101.97

kN·m.可以看出,采用简化方法得到的轴力进行

计算时,构件端部弯矩与表1的弯矩非常接近.同

样,由式(5)得最大弯矩截面位置x0=2.57m<

4m,由式(4)得最大弯矩 My,max =108.75kN·

m,与迭代计算得到的结果My,max =109.92kN·

m非常接近.按照相同的步骤计算C3柱在y-z平

面内的最大弯矩,得到Mx,max =149.98kN·m.
表2列出了按迭代方法和简化方法计算得出

的最大弯矩的比较,同时也给出了按我国规范

GB50010—2010和美国规范ACI318-11计算得

出的最大弯矩,其中考虑材料非线性,计算二阶效

应时按美国规范刚度折减系数取0.4,中国规范

       
表2 C3柱截面的最大弯矩

Tab.2 MaximumbendingmomentofcolumnC3

cross-section

弯矩 计算方法 My,max/(kN·m)Mx,max/(kN·m)
 

一阶弯矩
按照我国规范 85.24 149.79
按照美国规范 88.43 152.18

考虑二阶

效应的

总弯矩

按照我国规范 109.43 149.79
按照美国规范 101.88 152.18
本文迭代方法 109.92 150.37
本文简化方法 108.75 149.98

采用基于曲率的计算方法,公式中包含了材料非

线性.由表2可以看出,按本文简化方法计算得到

的最大弯矩与迭代计算得到的最大弯矩非常接

近,与按美国规范和我国规范计算得到的最大弯

矩也比较接近.

5.2 算例2
如图8所示的不规则空间框架结构,梁截面

尺寸为250mm×400mm,跨度为6m.柱截面尺

寸为400mm×400mm,高4m.结构同时承受满

跨竖向荷载及沿x 轴和y 轴两个方向的水平荷

载.竖 向 荷 载:恒 荷 载 35kN/m;活 荷 载 30

kN/m.水平荷载:P1=24kN;P2=12kN;P3=

35kN;P4=17.5kN.计算D1柱的最大弯矩.
(1)迭代计算

按照与5.1(1)相同的步骤计算D1柱的最大

弯矩,得到柱绕y 轴的最大弯矩 My,max=95.17

kN·m;绕 x 轴 的 最 大 弯 矩 Mx,max=140.48

kN·m.其中,刚度折减系数同例1.

图8 不规则空间框架结构

Fig.8 Irregularspaceframestructure

(2)简化计算

以x-z平面为例.采用本文第4章的简化方法

进行近似计算,得D1柱的轴力N =2340.00kN,

刚度系数siix =sjjx =siiy =sjjy =3.879,sijx =sjix

=sijy =sjiy =2.031.代入式(3)表示的单元刚度

矩阵进行一次有限元计算,得到考虑轴力影响的

层间相对位移Δx =-0.0065m,转角θAy =0,θBy

=-0.0021rad,剪力Vx =21.32kN.由式(1c)、

(1d)计算柱端弯矩:MAy =55.78kN·m,MBy =

261 大 连 理 工 大 学 学 报 第55卷 



15.23kN·m.由式(2e)得稳定系数ky =0.237,

因此,kyl=0.237×4m=0.948m.由式(5)计

算得到最大弯矩截面位置x0=9.82m>4m.因

此,最大弯矩截面位于柱端,按照结构力学原理,

将由位移产生的柱端弯矩与固端弯矩叠加,可得

最终端弯矩MAy =98.42kN·m,MBy =57.87

kN·m.按照与5.1(1)相同的步骤计算D1柱在

y-z平面内的最大弯矩,结果如表3所示.

表3 D1柱的柱端弯矩

Tab.3 EndbendingmomentofcolumnD1

N/kN MAy/(kN·m) MBy/(kN·m) MAx/(kN·m) MBx/(kN·m) sii sij Δx/m Δy/m

2340.00 -98.42 57.87 -146.54 68.73 3.879 2.031 -0.0065 0.00106

表4列出了按迭代方法和简化方法计算的最

大弯矩的比较,同时也给出了按我国规范 GB

50010—2010和美国规范 ACI318-11计算得出

的最大弯矩.由表4可以看出,按本文简化方法计

算得到的最大弯矩与迭代计算得到的最大弯矩非

常接近.按美国规范和我国规范计算的最大弯矩

小于本文方法的计算结果.这是因为对于不规则

框架,规范方法的计算结果精度要差.

表4 D1柱的最大弯矩

Tab.4 MaximumbendingmomentofcolumnD1

弯矩 计算方法 My,max/(kN·m)Mx,max/(kN·m)
 

一阶弯矩
按照我国规范 66.60 108.32
按照美国规范 71.19 115.95

考虑二阶

效应的

总弯矩

按照我国规范 66.60 108.32
按照美国规范 74.55 120.55
本文迭代方法 95.17 140.48
本文简化方法 98.42 146.54

6 结 论

(1)本文提出的考虑几何非线性的结构内力

计算方法,采用美国规范规定的刚度折减系数

(梁、柱分别为0.35和0.7)计算有效刚度,不需

判断结构有无侧移,也无须计算构件的计算长度,

可考虑实际结构的空间特征及多维荷载的共同作

用,并同时考虑结构的P-Δ效应和P-δ效应.
(2)采用本文提出的迭代方法计算结构的内

力时,一般两次迭代即能收敛;如果采用简化方法

先近似确定构件的轴力,一次计算即能得到与迭

代计算比较接近的结果.
(3)对于规则结构,本文方法的计算结果与规

范方法的计算结果接近;对于不规则结构,本文方

法更能合理反映实际结构的几何非线性特征.
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Geometricalnon-linearanalysis
ofspaceframestructuresbasedoneffectivestiffness

GONG Jin-xin*, WANG Ying

(SchoolofCivilEngineering,FacultyofInfrastructureEngineering,DalianUniversityofTechnology,

Dalian116024,China)

Abstract:Ageometricalnon-linearfiniteelementanalysismethodisproposedbasedontheeffective
stiffnessoftheelementsofthespacereinforcedconcreteframestructurebymodifyingthelocal

stiffnessmatrixofexistingelasticfiniteelementof3Dlinkagewiththebendingmoment-rotation

relationshipofelementincludingaxialforces,andasimplifiedapproachforquantifyingtheinitialaxial

forceofthecolumnissuggested.Comparisonoftheresultsobtainedbytheproposedmethod,Chinese

codeGB50010-2010andAmericancodeACI318-11iscarriedout.Theanalyticalresultsindicatethat,

generally,onlytwiceiterationsareneededfortheproposed methodtoachievetheaccuracyof

engineeringrequirement,andunnecessaryforiterationiftheinitialaxialforceestimatedbythe

suggestedsimplifiedmethodisused.Forregularframestructures,theoutcomesoftheproposed

methodareclosetothoseofChinesecodeandAmericancode.Forirregularframestructures,the

outcomesoftheproposedmethodaregreaterthanthoseofthetwocodes.

Keywords:spaceframestructures;geometricalnonlinearity;effectivestiffness;second-ordereffect
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