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摘要:为抑制脉冲稳定分布噪声对波束形成的影响,通常采用分数低阶统计量进行处理,将
现存的两种基于分数低阶统计量的波束形成方法分别进行推广,证明了两种推广后算法对应

的协方差矩阵是互为共轭的,并且对协方差矩阵的非奇异性进行了讨论.仿真实验表明:与传

统的线性约束最小功率波束形成相比,两种推广的波束形成算法,在脉冲稳定分布噪声下能

够保证无畸变输出,并且具有更低的旁瓣.
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0 引 言

自适应波束形成作为阵列信号处理中的重要

技术,被广泛应用于雷达、声呐、无线通信、地震勘

测、射电天文、语音信号处理和生物医学等领

域[1].它通过某种最优准则对阵元接收数据进行

加权处理来控制阵列的方向图,实现增强有用信

号,抑制干扰和噪声的目的.
多数的波束形成研究主要以高斯噪声为背

景,然而,在很多实际应用中遇到的噪声往往具有

脉冲性,而稳定分布是刻画脉冲噪声的重要模

型[2].为抑制稳定分布噪声对波束形成器性能的

影响,人们进行了大量的研究工作,其中大多以分

数低阶统计量为主要工具进行处理[3-5].文献[3]

利用分数低阶协方差,设计具有较低旁瓣的波束

形成.文献[4]设计了分数低阶最小方差无畸变响

应波束形成,并从理论上证明了在一定条件下,基

于分数低阶统计量的协方差矩阵是有界的.He
等利用几何功率得到线性自适应波束形成[5],这

个方法也可纳入分数低阶统计量的范畴.在文献

[6]中,He等利用无穷范数对阵列接收数据进行

归一化处理,在噪声冲击性较强时,该算法效果较

好.在此基础上,顾陈等借助无穷范数归一化技

术,设计了归一化的最小均方误差波束形成[7].文

献[8]将 M-估计引入PAST算法来跟踪噪声子

空间,设计稳定分布噪声和导向矢量失配同时存

在时的鲁棒波束形成器.

本文将继续讨论稳定分布噪声下的波束形

成,并对两种基于分数低阶统计量的波束形成进

行推广.

1 稳定分布噪声下波束形成的模型

本文所讨论问题的模型如下:考虑由 M 个阵

元组成的均匀线阵,感兴趣信号s0(k)的导向矢

量为a(θ0),J个干扰sj(k)(j=1,2,…,J)对应的

导向矢量为a(θj)(j=1,2,…,J).第k次快拍采

样下阵列接收数据为

 x(k)=xs(k)+xi+n(k)=

s0(k)a(θ0)+∑
J

j=1
sj(k)a(θj)+v(k);

k=1,2,…,N (1)



式(1)可进一步表示为
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其中βj =2πλdsinθj,d为阵元间距,λ为波长,θj 为

空间入射角;噪声矢量v(k)的第i个分量vi(k)服

从特征指数为α、分散系数为γ的复对称稳定分

布,有关稳定分布的定义及性质请参考文献[2].
通常情况下,信噪比和干扰噪声比的定义要

求噪声具有二阶统计量,然而非高斯稳定分布噪

声不具有二阶统计量,因此几何功率是刻画稳定

分布这一类脉冲噪声功率的有效方法[9],本文利

用几何功率[3]定义信噪比和干扰噪声比分别为

Rsn,G =10lg σ2s0/ 2Cgu( )
2

( ) (3)

和

Rin,G =10lg σ2sj/ 2Cgu( )
2

( );j=1,2,…,J

(4)

这里σ2s0 为期望信号的功率,σ2sj 为第j个干扰信号

的功率,u= 1
M∑

M

i=1
eE{lg vi } 为噪声的几何功率,

Cg =1.78.设w为波束形成器的权矢量,波束形

成的输出可表示为

y(k)=wHx(k)=wHxs(k)+wHxi+n(k)

利用几何功率定义的输出信号干扰噪声比为

Rsin,G = eE{lg wHxs(k) }

eE{lg wHxi+n(k) }

2 基于分数低阶协方差矩阵的线性

约束最小方差波束形成的推广

文献[3]提出了基于分数低阶协方差矩阵的

鲁棒波束形成算法,该算法是传统的线性约束最

小方差(LCMV)波束形成的广义形式.在高斯噪

声下,线性约束最小方差波束形成可归结为如下

线性约束优化问题:

w=argminwHRi+nw

s.t.CHw=f
(5)

其中

Ri+n =E xi+n(k)xH
i+n(k){ } (6)

是干扰与噪声的数据的协方差矩阵.在非高斯稳

定分布噪声下,Ri+n 不存在[2-3],因此,文献[3]给

出了基于分数低阶协方差矩阵的波束形成器,该

波束形成可视为如下优化问题:

w=argminwHΓi+nw

s.t.CHw~ =f
(7)

其中分数低阶协方差矩阵定义为

Γi+n =E x~i+n(k)x~Hi+n(k){ } (8)

x~i+n(k)= x~i+n,1(k) x~i+n,2(k) … x~i+n,M(k)( )T

(9)

w~ = w~1 w~2 … w~M( )T (10)

x~= x p-1x* (11)

文献[3]经过推导,得出该鲁棒性的波束形成器

的最优解可表示为[3]

wFLOC =Γ-1
i+nC(CHΓ-1

i+nC)-1f (12)

由式(12)可知,文献[3]设计的波束形成器需要

估计干扰与噪声的数据的分数低阶协方差矩阵

Γi+n,因此该波束形成器需要获取不含期望信号

的训练数据xi+n,本文将其推广到基于分数低阶

协方差矩阵的线性约束最小功率波束形成器,使

其可以在无法获取训练数据xi+n 时依然工作.
设阵列接收到的是含有期望信号的数据x,

此时波束形成的输出

y~(k)=w~Hx~(k) (13)

其中

x~(k)= (x~1(k) x~2(k) … x~M(k))T

(14)

通过求解如下线性约束优化问题

min
w~

E y~(k)2{ }=min
w~

E w~Hx~(k)2{ }

s.t.CHw~ =f
(15)

进一步将式(15)整理为

minE w~Hx~(k)2{ }=E w~Hx~(k)( )×{

w~Hx~(k)( )H }=
w~HE x~(k)( ) x~(k)( )H{ }w~

s.t.CHw~ =f (16)
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记

Γx =E x~(k)( ) x~(k)( )H{ } (17)

那么式(16)可简化为

minE w~Hx~(k)2{ }=w~HΓxw~

s.t.CHw~ =f
(18)

利用Lagrange乘子法得式(18)的最优解为

w~1 =Γ-1
xC(CHΓ-1

xC)-1f (19)

显然波束形成器式(15)仅需要数据x即可,无须

获取不含期望信号的训练数据xi+n,为方便表述,

记该波束形成为推广算法1.

3 分数低阶最小方差无畸变响应波

束形成的推广

文献[4]在传统的最小方差无畸变响应波束

形成器的基础上,通过引入分数低阶阵列输出功

率设计鲁棒波束形成器.通过定义k时刻的分数

低阶阵列响应

y(k)=wHx<p>(k) (20)

从而得到分数低阶阵列输出功率

P(w)=wHR<p>w (21)

其中

 R<p>= (Rik)=E x<p>
i (k)( ) x<p>

k (k)( )*{ }=

E x<p>
i (k)( ) x-<p>

k (k)( ){ } (22)

 x<p>= x p-1x,x-<p>= (x*)<p>=
(x<p>)*,0≤p≤1 (23)

通过求解

min
w

E P(w){ }

s.t.wHa(θ0)=1
(24)

得到分数低阶最小方差无畸变响应波束形成器权

值为

wFrMPDR =
(R<p>)-1a(θ0)

aH(θ0)(R<p>)-1a(θ0)
(25)

式(24)仅是对期望信号保持无畸变输出的波束

形成器,本文将式(24)中的无畸变约束wHa(θ0)

=1推广为线性约束CHw=f,推广后的波束形

成不但可以实现期望信号的无畸变输出,也可用

于对干扰信号进行抑制.推广后的波束形成可归

结为如下优化问题:

min
w

wHR<p>w

s.t.CHw=f
(26)

由Lagrange乘子法可得式(26)的最优解为

w2 = (R<p>)-1C(CH(R<p>)-1C)-1f (27)

当p=1时,R<p>=R̂[5],因此有式(27)就是传统

的线性约束最小功率(LCMP)波束形成的最优

解.为方便表述,记该波束形成为推广算法2.

4 两种推广算法之间的联系

两种推广后的波束形成其最优解式(19)与

(27)形式完全相同,不同之处在于式(19)的协方

差矩阵为Γx,而式(27)的协方差矩阵为R<p>,下

面定理给出Γx 与R<p>的关系.
定理1 (Ⅰ)Γx 和R<p> 分别如式(17)和

(22)定义,则有

Γx = (R<p>)* (28)

(Ⅱ)若式(2)中噪声分量是相互独立的,且0

<p<α/2,那么Γx 和R<p>均是非奇异的.
证明(Ⅰ) 设

xk =rkejθk,xl =rlejθl (29)

由式(11)知

x~k =rp
ke-jθk,x~l =rp

le-jθl (30)

故式(18)中矩阵Γx 的第k行l列元素为

Γkl =E{x~k(x~l)*} (31)

结合式(29)、(30)可整理为如下形式:

Γkl =E{(rp
ke-jθk)(rp

lejθl)}=E{rp
krp

lej(θl-θk)}

(32)

而式(22)中R<p>的第k行l列元素为

R<p>
kl =E{x<p>

k (x-<p>
l )}=E{(rp

kejθk)(rp
lejθl)*}

(33)

结合式(22)与(23),式(33)可整理为如下形式:

R<p>
kl =E{(rp

kejθk)(rp
le-jθl)}=E{rp

krp
le-j(θl-θk)}

(34)

由式(32)和(34)可得

Γkl = (R<p>
kl )* (35)

由式(35)可得式(28),(Ⅰ)得证.
证明(Ⅱ) 由(Ⅰ)的结论知只要证明R<p>

非奇异即可.由式(22)知,R<p>= R<p>( )H,即R<p>

是埃尔米特矩阵,必存在矩阵U及实数λ1,…,λM,

使得

R<p>=UHΛU
成立,其中Λ=diag{λ1,…,λM},实数λ1,…,λM 为
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R<p>所有特征值,又因为对任意w∈CM,

wHΓw =wHE x<p>(x<p>)H{ }w=
E wHx<p>( ) wHx<p>( )H{ }≥0 (36)

由式(36)知R<p>是半正定矩阵,故R<p>所有特征

值λ1,…,λM 均是非负的,即

min
i

λi{ }≥0 (37)

下面证明

min
i

λi{ }>0 (38)

成立.由噪声的相互独立性知

R<p>
v =Ev<p>(v<p>)H{ }=diag{γ1,…,γM}

(39)

其中γi =E{v<p>
i (v<p>

i )H},为第i个阵元接收的噪

声分量的分数低阶相关,由文献[5]知,当0<p
<α/2时,γi 存在且有限,故

E{v<p>
i (v<p>

i )H}>0;i=1,2,…,M (40)

又由式(23)知,运算 ·( )
<p>关于信号幅度是单调

递增的,故有

min
i

λi{ }≥min
i

v<p>
i (v<p>

i )H{ } (41)

由式(40)和(41)得min
i

λi{ }>0.

式(38)表明R<p>所有特征值均非零,故R<p>

是非奇异的.

5 两种推广算法仿真结果比较

将本文两种推广的波束形成与传统的线性约

束最小功率(LCMP)波束形成,在相同条件下的

波束形成图进行比较.设等距线阵的阵元间距为

半波长,阵列接收到一个入射方向是30°的期望

信号,其几何信噪比为5dB;干扰信号的入射方

向为-10°,其几何干扰噪声比为5dB,噪声服从

特征指数α=1.2的对称稳定分布噪声,快拍数为

500.推广算法1和2中参数p均取0.3.
图1是阵元数是8时波束方向图的比较.图2

是阵元数是12时波束方向图的比较.图1与图2
表明:相比传统的LCMP波束形成,推广算法1与

2均具有更低的旁瓣.推广算法1的最优解w~1 =
Γ-1

xC(CHΓ-1
xC)-1f与推广算法2的最优解w2 =

(R<p>)-1C(CH(R<p>)-1C)-1f具有相似的形式,因

此这两种算法的计算复杂度与适用的场景完全一

致.不同之处只在于:两种推广算法对应的协方差

矩阵是互为共轭的,导致的结果是推广算法2在

干扰方向-10°能够形成更深的零陷,而推广算法

1在干扰方向的对称位置10°产生零陷.

图1 阵元数是8时波束方向图的比较

Fig.1 Comparisonofbeampatternfor8arrays

图2 阵元数是12时波束方向图的比较

Fig.2 Comparisonofbeampatternfor12arrays

6 结 语

本文推广了基于分数 低 阶 协 方 差 矩 阵 的

LCMV波束形成和分数低阶最小方差无畸变响

应波束形成,推广后的两个波束形成最优解具有

相似的形式,不同之处在于二者使用的协方差矩

阵分别是Γx 和R<p>.本文证明了Γx 和R<p>是互为

共轭的,并且在一定条件下,二者均是非奇异的.
仿真实验表明:相比传统的LCMP波束形成,推
广算法1与2均具有更低的旁瓣;相比推广算法

1,推广算法2在干扰方向能够形成更深的零陷.
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Generalizationsoftwobeamformers
basedonfractionallower-orderstochastics

SONG Ai-min1,2, QIU Tian-shuang*1

(1.FacultyofElectronicInformationandElectricalEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.SchoolofScience,DalianJiaotongUniversity,Dalian116028,China)

Abstract:Inordertocombatthehostileeffectofimpulsivestabledistributionnoise,thefractional
lower-orderstochasticsareutilizedforthebeamforming.Thegeneralizationsofthetwoexisting
beamformersarepresented.Thetwocovariancematricesofthegeneralizedalgorithmsareprovedto

beconjugate.Thenonsingularityofthesetwocovariancematricesisalsodiscussed.Simulationsshow

thatcomparedwithtraditionallinearlyconstrainedminimumpowerbeamforming,theoutputsofthese

twogeneralizedbeamforminghavedistortionlessresponseforthesignalunderimpulsivestable

distributionnoiseandlowersidelobe.

Keywords:stabledistribution;beamforming;covariancematrix;conjugate;nonsingularity

202 大 连 理 工 大 学 学 报 第55卷 


