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考虑临界变形量变化的结合面法向接触刚度计算模型
党 会 鸿, 孙 清 超*, 马  跃, 黄  信

(大连理工大学 机械工程学院,辽宁 大连 116024)

摘要:考虑微凸体接触过程中临界变形量变化,建立结合面法向接触刚度计算模型.采用分

形几何表征结合面的形貌特征,由表面形貌测量数据得到分形函数的分形参数D 和G.采用

弹塑性变形接触理论分析微凸体的接触变形特征,得到微凸体的临界变形量估计模型,其是

分形参数和微凸体接触变形量的函数,进而得到考虑临界变形量变化的单个微凸体的接触刚

度计算模型.由分形理论得到粗糙表面微凸体分布函数,微凸体分布函数与单个微凸体接触

刚度计算模型结合得到结合面的法向接触刚度计算模型.通过对比计算结果与实验数据,验
证了所提模型的合理性.
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0 引 言

机械产品往往由成百上千个零部件构成,零
部件之间相互连接而构成的接触表面被称为结合

面.结合面特性对机械结构静动性能影响显著,除
焊接外,机械结构总刚度的40% ~60%、总阻尼

的90% 都来源于机械结合面[1-3],确定结合面接

触参数对于分析整机静动特性至关重要.法向接

触刚度是最重要的结合面参数之一.根据粗糙表

面表征方式的不同,结合面法向接触刚度计算模

型可以分为两种类型:
(1)基于表面形貌统计的法向接触刚度计算

模型.Greenwood和 Williamson发现许多工程表

面上的微凸峰高度近似服从Gauss分布,并基于3
个假设提出了著名的GW 模型[4].GW 模型首次

考虑材料表面形貌参数,对粗糙表面间的接触理

论研 究 产 生 重 要 影 响.随 后,Whitehouse 和

Archard研究了峰高与峰顶曲率的相关性及其联

合分布概率密度,提出了 WA模型[5].张波等[6]、

饶柱石等[7]基于表面形貌统计分析方法,考虑塑

性接触、表面波纹度等因素的影响,分别建立了结

合面法向接触刚度计算模型.Almqvist等[8]、Jeng

等[9]和赵永武等[10-11]分别在对粗糙表面形貌进

行统计描述的基础上,基于接触力学理论建立了

粗糙表面弹塑性微观接触模型.表面形貌统计方

法的表面形貌参数受测量仪器分辨率影响显著,

表面形貌的高度分布等具有非稳定的随机特性.
一定测量条件下获得的统计学表征参数反映的是

仪器分辨率相关尺度的粗糙度信息,没有反映表

面粗糙度全部信息.
(2)基于分形几何理论的法向接触刚度计算

模型.Majumdar等针对粗糙表面形貌的研究发

现,某些机械零件表面具有统计自仿射分形特

征[12],其分形特征与尺度无关,可以提供存在于

分形面上所有尺度范围内的全部粗糙度信息.

Majumdar等[13-14] 利用 Weierstrass-Mandelbrot
分形函数(WM函数)表征表面形貌,提出了基于

分形几何理论的接触模型.此后,陈辉等[15]用随

机中点位移和 WM函数对轮廓和表面进行模拟,

得到了分形维数D 和幂率谱的关系.Wang等[16]

引入微凸体截面的接触面积,以区分微凸体的实

际接触面积;杨红平等[17]考虑微凸体由弹性变形

向弹塑性、全塑性变形的变化过程,建立各阶段的



微凸体接触刚度模型.贺林等[18]考虑微凸体接触

过程中顶端曲率半径的变化,得出微凸体接触面

积较小时微凸体发生塑性变形,而随着接触面积

增大微凸体发生弹性变形的结论.
基于分形几何的表面形貌模拟具有特征唯一

性特点,本文采用分形函数模拟粗糙表面形貌,并
结合实测表面形貌数据确定分形参数.本研究考

虑接触过程中微凸体顶端曲率半径、临界变形量

的变化,建立微凸体接触状态描述模型,并结合表

面形貌分形特征确定变形量分布函数,进而建立

考虑临界变形量变化的结合面法向接触刚度计算

模型,并对比实验数据[19]验证模型的合理性与准

确性.

1 基于分形几何的表面形貌表征

1.1 表面轮廓的分形函数

采用 WM函数表征粗糙表面表面形貌,WM
函数表达式[13-14]为

Z(x)=GD-1∑
∞

n=nl

γ-(2-D)ncos2πγnx (1)

式中:Z(x)为粗糙表面轮廓的高度;x 为粗糙表

面轮廓的位移坐标;G为反映Z(x)大小的特征尺

度系数,G 越大则表面越粗糙;D 为分形轮廓曲线

的分形维数,对于二维分形1<D<2;γn 为 WM
函数的频率,WM函数以等比级数形成一个从γnl

到无限的频谱;n为nl 空间频率序数.
图1所示为分形参数D=1.6,G=1×10-11,

L=1×10-6m和γ=1.5时,根据 WM函数在

Matlab软件中编写程序生成的一条分形表面轮

廓曲线.

图1 WM分形函数轮廓曲线

Fig.1 TheprofilecurveofWMfractalfunction

WM函数在不同放大倍数下的分形轮廓曲

线结构具有自仿射相似性,具有无限的细节特征,

其分形特征与尺度无关,可以提供存在于分形面

上所有尺度范围内的全部粗糙度信息.
1.2 分形参数的获得

分形参数D 和G 可以通过轮廓曲线Z(x)的
结构函数求得.结构函数的定义为

 S(τ)= <[Z(x+τ)-Z(x)]2>=

∫
∞

-∞
P(ω)(ejωτ -1)dω (2)

式中:τ为x 的任意增量,<>表示空间平均值.将
功率谱代入到上式中并积分得

S(τ)=CG2(D-1)τ4-2D (3)

C=Γ
(2D-3)sin[(2D-3)π/2]

(4-2D)lnγ
(4)

当1<D<2时,对于确定的D值,C为常数.
结构函数也为幂函数,在双对数坐标上S(τ)与τ
呈直线关系.当直线斜率k满足0<k<2时,轮
廓是分形的,便可由D = (4-k)/2计算其分维.
再由直线在S(τ)轴上的截距计算出G 值[20].

2 考虑临界变形量变化的微凸体接

触状态

2.1 微凸体形貌及接触状态

基于 表 面 形 貌 统 计 的 法 向 接 触 刚 度 计

算[4-11],以及基于分形几何理论的法向接触刚度

计算[13-18]普遍将结合面简化为一个粗糙表面与一

个刚性理想表面之间的接触.微观尺度上,两个表

面间的接触发生在微凸体上,因此微凸体接触状态

研究是建立结合面法向接触刚度计算模型的基础.
接触之前的单个微凸体形貌分形函数可以简

化表达为[17-18]

Z0(x)=GD-1l2-Dcosπxl
(5)

式中:l为单个微凸体的接触长度,-l/2<x<
l/2.

根据微凸体形貌特征,接触分析过程中通常

将其等效为球体[4-18],其等效曲率半径为R.当不

受荷载作用时,球体与理想平面的接触状态如图

2(a)所示;在法向荷载P 作用下,微凸体将产生

法向接触变形δ,其接触状态如图2(b)所示.
根据式(5)所示的微凸体函数及图2所示的

接触状态,可以得到微凸体顶端的曲率半径R为
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R= 1 d2Z
dx2 x=0

= aD/2

π2GD-1
(6)

式中:a对应于接触点的面积.典型微凸体接触过

程中存在R≫δ,a=πRδ[13],曲率半径R 与微凸

体变形量δ、接触面积a之间的关系可以表达为

R=π
D-4
2-DG

2-2D
2-Dδ

D
2-D (7)

δ=πGD-1a
2-D
2 (8)

a=π
2

D-2G
2-2D
2-Dδ

2
2-D (9)

图2 微凸体接触变形

Fig.2 Thecontactdeformationofasperity

2.2 微凸体临界变形量

确定真实接触面积中弹性变形和塑性变形接

触面积的研究表明,微凸体由弹性变形向塑性变

形转变的临界变形量取决于曲率半径R[4]:

δc= πH
2E

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

R (10)

1
E =1-ν21

E1
+1-ν22

E2
(11)

式中:H 为较软材料的硬度,E 表示复合弹性模

量,E1、E2 和ν1、ν2 分别代表两接触材料的弹性模

量和泊松比.
式(7)表明,接触过程中曲率半径R 不是常

数,其随着变形量δ而变化.进一步可得到变形量

δ与临界变形量δc 之间的关系:

δc= πH
2E

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

π
D-4
2-DG

2-2D
2-Dδ

D
2-D (12)

建立函数f(δ)=δc-δ.求解方程f(δ)=0,
可以得出临界变形量δc 如下所示:

δc= πH
2E

æ

è
ç

ö

ø
÷

2-D
1-D

π
D-4
2-2DG (13)

当δ<(πH/2E)
2-D
1-Dπ

D-4
2-2DG时微凸体处于塑性

变形区.同时当δ> (πH/2E)
2-D
1-Dπ

D-4
2-2DG 时微凸体

处于弹性变形区.
上述变化规律表明,初始接触时存在δ<δc,

微凸体发生塑性变形;随着变形增大,δ>δc,微凸

体发生弹性变形.塑性接触区随着分形维数D 增

大而减小,随着G 增大而增大.

2.3 法向荷载与微凸体变形量的关系

根据赫兹接触理论,塑性接触点上接触面积

a与荷载Pp(a)的关系为[21]

Pp(a)=Ha (14)

将式(9)代入式(14),则得到塑性接触点上

荷载Pp(δ)与变形量δ的关系:

Pp(δ)=Hπ
2

D-2G
2-2D
2-Dδ

2
2-D (15)

对于弹性变形,单个微凸体的接触荷载与变

形量δ之间的关系为[21]

 Pe(δ)= 43ER
1/2δ3/2 = 43Eπ

D-4
4-2DG

1-D
2-Dδ

3-D
2-D (16)

2.4 单个微凸体的法向接触刚度

单个微凸体的法向接触刚度是微凸体的弹性

法向接触荷载比上单个微凸体的变形量,如下式

所示:

ke=dPe

dδ
(17)

将式(16)代入式(17)可得单个微凸体的法

向接触刚度如下式所示:

ke=dPe

dδ =12-4D
6-3DEπ

D-4
4-2DG

1-D
2-Dδ

1
2-D (18)

3 结合面法向接触刚度计算模型

3.1 微凸体变形量分布函数

WM函数模拟的粗糙表面,微凸体面积分布

遵循以下幂函数变化规律[22]:

N(A>a)= amax

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

D
2

(19)

其中amax为最大的接触面积,N(A>a)表示面积

A 大于a 的微凸体的总数.将式(9)代入式(19),

得到变形量Δ>δ的微凸体总数:

N(Δ>δ)=δ
D
2-D
max/δ

D
2-D (20)

其中δmax 为与amax 对应的微凸体最大变形量.由

N(Δ>δ)的表达式,可以得到微凸体的变形量分

布密度函数:

f(δ)= D
2-Dδ

D
2-D
maxδ

2
D-2 (21)

3.2 结合面法向接触荷载计算公式

以接触变形量δ为自变量,结合面总体法向

荷载P 可以表达为
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 P =∫
δc

0
Pp(δ)f(δ)dδ+∫

δmax

δc
Pe(δ)f(δ)dδ (22)

其中δc 为微凸体临界变形量,δ<δc 微凸体发生

塑性变形,δ>δc 发生弹性变形.将式(15)、(16)

及(21)代入式(22),可以得到:

P=∫
δc

0
Hπ

2
D-2G

2-2D
2-Dδ

2
2-D D
2-Dδ

D
2-D
maxδ

2
D-2dδ+

∫
δmax

δc

4
3Eπ

D-4
4-2DG

1-D
2-Dδ

3-D
2-D D
2-Dδ

D
2-D
maxδ

2
D-2dδ (23)

当D≠1.5时,

P = D
2-DHπ

2
D-2G

2-2D
2-Dδ

D
2-D
maxδc+43

D
3-2D×

Eπ
D-4
4-2DG

1-D
2-Dδ

D
2-D
max δ

3-2D
2-D
max -δ

3-2D
2-D
c( ) (24)

当D =1.5时,

P =3Hπ3G-2δ3maxδc+4Eπ-2.5G-1δ3maxlnδmaxδc
(25)

3.3 结合面法向接触刚度计算公式

求接触面上总的法向接触刚度时,不考虑塑

性变形的情况,只需考虑弹性变形.结合面的法向

接触刚度等于整个结合面上所有微凸体刚度的集

合,因此整个弹性接触区产生的法向接触刚度为

所有微凸体接触刚度的积分,如下式所示:

Kn =∫
δmax

δc
kef(δ)dδ=

∫
δmax

δc

12-4D
6-3DEπ

D-4
4-2DG

1-D
2-Dδ

1
2-D D
2-D×

δ
D
2-D
maxδ

2
D-2dδ (26)

可化简为

Kn = 12D-4D2

6-9D+3D2Eπ
D-4
4-2DG

1-D
2-Dδ

D
2-D
max δ

D-1
D-2
max-δ

D-1
D-2
c( )

(27)

表达式中分形维数D、特征尺度系数G 是分

形几何的参数,是可以测定的数据,当量弹性模量

E 与材料硬度H 是材料的属性.结合面法向接触

刚度和结合面法向接触荷载都变换为微凸体最大

变形量δmax 的函数,这样就建立了两者之间的关

系,得到两个粗糙结合面在承受一定面压时的结

合面的法向接触刚度值.

4 实验结果对比与分析

4.1 结合面法向接触刚度实验测量方法

本文采用Jiang等[19]的实验数据验证本文计

算模型的合理性.实验是通过测量试件的动力学

参数反推出结合面法向接触刚度.图3是实验的

动力学模型[23].Jiang等采用的实验装置有动力

锤、加速度传感器、信号放大器和计算机等.实验

采用螺栓固定两个试件,动力锤敲打上试件,从动

力锤获得激振力的信息,从加速度传感器获得位

移等信息,再结合计算机分析得到结合面法向接

触刚度数据.测量结合面动力学特性进而得出结

合面法向接触刚度是目前该领域常用的实验测量

方法.

图3 结合面动力学模型

Fig.3 Dynamicalmodelofjointsurfaces

4.2 模型计算值与实验结果对比

本模型计算数据与Jiang等的实验数据的参

数相同,设置如下:材料为铸铁,材料弹性模量

E=100GPa,泊松比ν1=ν2=0.25,布氏硬度为

220.接触表面采用铣削加工和磨削加工,实验中

加工表面的分形维数D 和特征尺度系数G 如表

1所示.

表1 试件表面的分形参数值

Tab.1 Fractalparametervaluesoftheprofiles

forspecimens

样本 D G/m

铣削 1.2183 1.2117×10-14

磨削 1.4058 9.7582×10-11

Jiang等的实验数据反映结合面压力与结合

面法向接触刚度的关系,其取结合面名义接触面

积为1m2,通过换算可以得到结合面法向荷载与

结合面法向接触刚度的对应关系.在结合面名义

接触面积为1m2 时,图4(a)、(b)分别为铣削和

磨削加工结合面法向接触刚度计算值与实验数据

的对比情况.本模型计算值是通过 Matlab数学仿

真得到的荷载-刚度曲线,实验数据是测量的8个

离散数据值.
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(a)铣削结合面法向接触刚度

(b)磨削结合面法向接触刚度

图4 结合面法向接触刚度计算值与实验数据对比

Fig.4 Comparisonbetweencalculatedresultsand

experimental data for normal contact

stiffnessofjointsurfaces

表2和表3分别表示铣削试件和磨削试件的

结合面法向荷载和法向接触刚度的对比值.误差

的正负号表示实验值和模型计算值的大小关系,

误差为正表示模型计算值比实验值大;反之则表

示模型计算值比实验值小.
从图表中不难看出,本模型曲线与实验曲线

整体趋势一致.模型计算值与实验值接近,误差都

不大于30%.铣削表面的误差相对来说要大于磨

削表面的误差.对于铣削表面,当荷载大于5.0×

105N小于1.0×106N时,误差较小;在荷载大于

1.5×106N时误差相对而言要大一些.磨削表面

当荷载大于5.0×105N小于1.5×106N时,误

差较小;不过其误差有随着法向荷载增大而增大

的趋势.
本文提出的法向接触刚度计算模型与传统的

法向接触刚度计算模型[19]相比,主要差异表现

在:两者的临界变形量计算方式不同,实际上微

凸体顶端的曲率半径R 并不是常数,而且按照分

形理论的观点,R 的大小取决于接触点的面积a,
而R 的变化也将会影响到临界变形量,同时R 受

微凸体变形的影响,所以微凸体的临界变形量也

受微凸体变形的影响.

表2 铣削表面法向接触刚度的实验值和计算值

Tab.2 Experimentaldataandcalculatedvaluesfor

normalcontactstiffnessofmillingsurface

荷载/

106N

实验刚度值/
(1011N·m-1)

模型刚度值/
(1011N·m-1)

误差/%

0.29 0.40 0.51 +27.5

0.58 1.00 0.84 -16.0

0.87 1.20 1.12 -6.7

1.16 1.70 1.36 -20.0

1.46 1.89 1.60 -15.3

1.74 2.50 1.82 -27.2

2.03 2.80 2.06 -26.4

2.32 2.99 2.24 -25.1

表3 磨削表面法向接触刚度的实验值和计算值

Tab.3 Experimentaldataandcalculatedvaluesfor

normalcontactstiffnessofgrindingsurface

荷载/

106N

实验刚度值/
(1012N·m-1)

模型刚度值/
(1012N·m-1)

误差/%

0.29 0.46 0.37 -19.6

0.58 0.61 0.66 +8.2

0.87 0.82 0.94 +14.6

1.16 1.10 1.23 +11.8

1.46 1.41 1.49 +5.7

1.74 1.51 1.73 +14.6

2.03 1.65 2.00 +21.2

2.32 1.73 2.24 +29.5

但本文提出的计算模型与实验结果仍存在一

定误差,这个问题主要是由于建模与实际的差异

造成的,主要体现在以下几个方面:①本模型把两

个粗糙表面的接触简化成一个粗糙表面和理想平

面的接触,这与实际接触情况是有出入的.②用分

形几何函数模拟的表面与实际加工表面有差异.
③忽略了接触过程中各微凸体的相互影响.④忽

略了表面加工硬化等因素的影响.⑤实验结果是

由结合面动力学方法得到的,实验结果与结合面

实际法向接触刚度也有误差.以上问题有待进一

步深入研究.

5 结 论

(1)结合微凸体形貌函数,考虑微凸体接触过

程中曲率半径随变形量的变化,基于赫兹接触理

论分析临界变形量随变形量动态变化的规律.接
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触过程中临界变形量随变形量增大而增大,初始

接触时微凸体发生塑性变形,随着变形量增大,过
渡为弹性变形.

(2)综合微凸体接触变形特征及粗糙表面分

形几何描述,以接触变形量为自变量,建立结合面

法向接触刚度计算模型.变形量分布密度函数是

衔接微凸体接触状态及粗糙表面形貌特征的关

键,也便于进一步与基于表面形貌统计的法向接

触刚度计算方法相结合.
(3)考虑临界变形量变化的结合面法向接触

刚度模型计算结果与实验数据拟合情况良好,说
明了模型的合理性和有效性.在对整个机械系统

如机床等进行整体的静力学分析和动力学分析

时,可以采用本模型的计算值,这样可以提高机械

产品设计、研发、分析的效率.
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Calculationmodelfornormalcontactstiffnessofjointsurfaces
consideringcriticaldeformationchange

DANG Hui-hong, SUN Qing-chao*, MA Yue, HUANG Xin

(SchoolofMechanicalEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Consideringthecriticaldeformationchangeofasperitiescontact,acalculationmodelfor
normalcontactstiffnessofjointsurfacesispresented.Thetopographiccharacteristicsofjointsurfaces
aredescribedbasedonfractalgeometry,andthefractalparametersDandGoffractalfunctionare
derivedfrom measurementdataofsurfacetopography.Accordingtotheelastic-plasticdeformation
contacttheory,thecontactdeformationcharacteristicsofasperitiesareanalyzed,andthecritical
deformationestimationmodelispresented,whichexpressescriticaldeformationasthefunctionof
fractalparametersandcontactdeformationofasperities,andthecontactstiffnesscalculationmodelof
singleasperityisbroughtforwardconsideringcriticaldeformationchange.Theasperitystatistical
distributionfunctionofroughsurfaceisbuiltbasedonthefractaltheory.Additionally,combiningthe
contactstiffnesscalculationmodelofsingleasperityandtheasperitystatisticaldistributionfunction,

thecalculationmodelfornormalcontactstiffnessofjointsurfacesisbuilt.Finally,thecomparison
betweencalculatedresultsandexperimentaldataverifiestherationalityoftheproposedmodel.

Keywords:jointsurfaces;normalcontactstiffness;fractalgeometry;criticaldeformation;asperity
statisticaldistributionfunction
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